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Urteil Bedeutung (evtl. im Kontext IT")

'Ft: A t ist ein Term vom Typ A

' A Typ A ist ein Typ

'-A=B A und B sind (urteils-)gleiche Typen
THt=s:A tund s sind (urteils-)gleiche Terme des Typs A
I' Kontext I ist ein Kontext

Tabelle 1: Urteile

Dieses Skript entsteht als Begleitmaterial zur Vorlesung “Homotopietypentheorie” (HoTT), die ich im
Sommersemester 2021 an der Universitdt Augsburg halte. Zweck dieses Skripts ist es, den Zuhorern und
mir selbst zur Erinnerung an die Vorlesungsinhalte zu dienen — bei der Beschéaftigung mit dem Thema
ist es hilfreich in Lehrbiicher zu schauen. Das sogenannte “HoTT-Book” ist sicher eine gute Quelle.

Wer Fehler findet und diese korrigieren oder darauf aufmerksam machen will, kann das auf der github-
Seite dieses Skripts machen: https://github.com/felixwellen /HoTT-Vorlesung. Dort gibt es auch die Mog-
lichkeit, sogenannte “Issues” anzulegen. Hier konnten sie etwa dariiber informieren, wenn sie eine Passage
nicht verstehen oder einen Fehler gefunden haben. Sie haben iiber sogenannte “Pull requests” die Moglich-
keit, Fehler auch selbst zu korrigieren. Aufler mir, Felix Cherubini, haben an der Entstehung des Skripts
auch Daniel Albert und Lukas Stoll durch zahlreiche Korrekturen und Verbesserungen mitgewirkt.

Die Homotopietypentheorie ist eine eigenstindige Art Mathematik zu betreiben und basiert auf einer
abhéngigen Typentheorie. Das bringt mit sich, dass wir zunéchst erlernen werden, wie man in Homo-
topietypentheorie Objekte konstruiert, Aussagen formuliert und Beweise fithrt. Nach den Grundlagen
werden wir uns in Richtung Homotopietheorie orientieren, einem Teilgebiet der Mathematik, in dem
einige Vorzige der Homotopietypentheorie zur Geltung kommen.

Im Folgenden werden wir nach und nach Regeln einfiihren (oder zumindest erwihnen), die schlief-
lich zusammen eine Typentheorie ergeben. Diese werden wir noch um das sogenannte Univalenzaxiom
erweitern.

Regeln

Wir werden zunéchst nur Regeln kennenlernen, die Teil einer abhéngigen Typentheorie sind. Regeln einer
(abhéngigen) Typentheorie konnen etwa so aussehen:

'-f:.A—B 'kt A
'k f(t): B

(Beispiel)

Uber dem waagrechten Strich stehen die Voraussetzungen und darunter, was aus den Voraussetzungen
geschlossen werden darf. Dabei kann man zum Beispiel “I' ¢ : A” lesen als “Im Kontext I" gibt es einen
Term t des Typs A”. Wir werden nur anfangs mit Regeln arbeiten, um ein Verstandnis fiir Typentheorie zu
erlangen. Irgendwann werden wir Regeln wie die obige wieder, wie in der Mathematik iiblich, sprachlich
formulieren, etwa so

Fir f: A— Bund t: A gibt es ein f(¢) : B.

Wie wir spater sehen werden, kénnen diese Regeln zu Herleitungsbdumen kombiniert werden. Dieses
Kombinieren ist der vollstdndig formale Weg, Beweise in der Homotopietypentheorie zu fithren.

Ein Kontext wie “I'” darf man sich als Liste von Variablen zusammen mit ihren Typen vorstellen.
Also etwa so:

x1:A1,~~,xn:An

Dabei diirfen die Variablen nach ihrer Einfiihrung verwendet werden. So kénnte etwa in der Konstruktion
des Typs Ag die Variable x; verwendet werden. Dass der Kontext eine solche Liste ist, wird iiblicherweise
durch die strukturellen Regeln einer abhingigen Typentheorie festgelegt.
Ein Block der Form “I' ¢ : A” ist ein spezielles Urteil. Insgesamt gibt es die Urteile in Tabelle 1.
Eine Regel ist im Allgemeinen Fall nun von dieser Form:

U, ... Uy,
Uo

Firn e N={0,1,...} und Urteile Uy, ..., Uy.

(Name)


https://homotopytypetheory.org/book/
https://github.com/felixwellen/HoTT-Vorlesung

Strukturregeln

Neben den Regeln fiir einzelne Typen, die wir in den folgenden Abschnitten kennenlernen, gibt es soge-
nannte strukturelle Regeln oder Strukturregeln. Diese legen fest, wie Grundsétzliches funktioniert, etwa
wie Kontexte geformt werden diirfen und was man mit Gleichheitsurteilen anfangen darf. Hier ist ein
Beispiel, die sogenannte “Weakening”-Regel oder Abschwdchungsregel:

U 'k A Typ
Le:AFU

(Weak)

Das gilt fiir alles was man durch andere Regeln an der Stelle von U bekommen koénnte. Die folgende
Variablenregel erlaubt es Variablen aus dem Kontext zu benutzen:

T',xz : A Kontext
_— ar)

'z:AFx: A

Die Regeln fiir die Urteilsgleichheit legen fest, dass diese eine Aquivalenzrelation auf Termen und Typen
ist. Aulerdem gibt es Strukturregeln und sogenannte Kongruenzregeln, die es letztendlich erlauben, Terme
und Typen durch Urteilsgleiches zu ersetzen. Wir erlauben es uns einfach zu Ersetzen und fiithren diese
Regeln nicht aus.

Weiter sind Typentheorien typischerweise so aufgebaut, dass wenn es moglich ist ¢ : A herzuleiten, es
auch immer moglich ist, A Typ herzuleiten, in welchem Fall es wieder moglich ist, herzuleiten, dass der
Kontext in dem das gilt ein Kontext ist. Allgemeiner erlauben wir uns stets notwendige Voraussetzungen
fiir vorliegende Urteile zu verwenden. Also etwa der Schluss von einem Urteil, in dem der Typ “A — B”
vorkommt, zum Urteil “A Typ”. Wir wollen diese Tatsachen frei verwenden und wie Regeln einsetzen,
die wir zusammenfassend mit “Str” bezeichnen.

Diese Regeln fithren wir hier nicht auf, eine gute Quelle, um die genauen Regeln im Bedarfsfall
anzuschauen, ist das (noch nicht erschienene) Lehrbuch von Egbert Rijke oder Anhang A.2 des HoTT-
Books.

1 Abhéangige Typentheorie

1.1 Abhéangige Typen und Abhiangige Produkte

Von einem Abhdngigen Typen spricht man im Fall eine Urteils
I'z: AF B(z) Typ

Der Kontext besteht also aus mindestens einer Variablen x, die im abhéngigen Typen B(x) vorkommen
darf. Wir verwenden die Schreibweise “B(z)” um die Abhéngigkeit klar zu machen — in der Typentheorie
ist es eher {iblich hier nur “B” zu schreiben. Ein Beispiel, das wir spater mit unserer Typentheorie
konstruieren konnten, ist der Typ der Listen der Lange n, wobei n eine Variable des Typs N ist.

Eine wichtige Besonderheit der abhéngigen Typentheorie ist es, dass der Typ der Werte einer Funktion
variieren darf. Diese allgemeineren Funktionen sind in sogenannten abhdngigen Produkten oder abhdingigen
Funktionstypen enthalten. Die folgende Regel erlaubt es uns, diesen Typ zu formen:

Iz: Ak B(z) Typ
I+ HB(J:) Typ
z:A

(ITF)

Abhéngige Funktionen, die Elemente des abhingigen Produkts, kénnen mit dieser Regel konstruiert
werden:

Iz: Ak t(x) : B(x)
F'kz—it(x): HB(:E)
T:A

(I1D)

Der Term “z +— t(x)” wird in der Typentheorie und allgemeiner in der Informatik geschrieben als
“Ar.t(x)”. Wir schreiben auch manchmal (z : A) — t(x), wenn der Typ der Variablen nicht klar ist.
Auch bei abhéngigen Termen ist es in der Typentheorie eigentlich tiblich nur “¢ : B” zu schreiben. Das



zusétzliche “(z)” steht hier nur zum besseren Verstéindnis durch Ahnlichkeit zu mathematischen Konven-
tionen. Die néchste Regel erlaubt es uns, abhédngige Funktionen anzuwenden:

I'-f:][B) Tta:A
z:A

F:I— f(a) : B(a)

(IIE)

Damit ist allerdings noch nicht gesagt, wie das Einsetzen eines Wertes in eine Funktion funktioniert.
Dafiir miissen alle Vorkommen einer Variablen in einem Funktionsterm durch den eingesetzten Term
ersetzt werden. Diesen Vorgang nennt man Substitution und wir verwenden dafiir die Notation ¢(a) statt
dem in der Informatik iiblichen “t[a/x]”. Die folgende Regel sagt uns, dass wir durch Einsetzen von a : A
den Wert der Funktion (x : A) — t(z), berechnen diirfen:

I‘,x:AI—t(az):B(x)E 'ta:A 118)

'k (z — t(z))(a) =t(a) : Bla)
Eine Besonderheit der abhéngigen Produkte ist es, dass man folgende Urteilsgleichheit noch zusétzlich

fordert:
r-f:]]B)
x:A

- 11
I'kf=(x f(z): [[B) (T
x:A

)

Fiir alle weitere Typen, die wir einfithren werden, wird sich ein &hnliches Schema ergeben. Es gibt stets
eine Regel, die es erlaubt den Typ zu formen, eine oder mehrere fiir die Konstruktion von Elementen und
wieder eine oder mehrere, die festlegen, wie die Elemente des Typs verwendet werden diirfen.

Wenn B(z) eigentlich gar nicht von z : A abhéngt, also x nicht in B vorkommt, kann der Typ der
abhéngigen Funktionen, [].., B(x), spezialisiert werden zum iiblichen Funktionstyp A — B:

Damit haben wir fiir beliebige Typen A, B in einem Kontext I' den Typ der Funktionen von A nach
B:

Definition 1.1.1
(a) Fiir Typen A und B gibt es stets den Typ der Funktionen A — B, der mit der folgenden Herleitung

geformt werden kann:
' B Typ I'HATyp

Iz: A+ B Typ
I'HA— B Typ

(Weak)
(ITF)

Die Terme dieses Typs nennen wir Funktionen.

(b) Unter der Identitit id4 auf einem Typ A verstehen wir die folgende Konstruktion:

I'HATyp I'HATyp
Tz: A+ A Typ

I', 2 : A Kontext
Iz:AFz: A

l'tz—z: A= A

(Weak)

(Str)

(Var)

Zusammengefasst: idy = (z : A) — x.

(¢) Fir Typen A, B,C und Funktionen f : A — B, g : B — C bezeichnen wir mit g o f deren
Komposition. Ganz genau ist die Komposition der durch die folgende Herleitung gegebene Term:
'rf:A—- B
— (Str)
I'-A Typ

'rf:A—B Weak, V
'Fg:B—>C '~ A Typ / ~ Nx:AFz: A (Weak, Var)

Weak
To:AFg:B—C (Weak) T.z:AF f(z): B

(ITE)

D,x: Ak g(f(x)): C (IIE)

FFax—g(f(x):A=C
In Zukunft werden wir solche Sachverhalte auch einfach durch “f o g := 2 +— f(g(x))” ausdriicken.

(I1D)



Bemerkung 1.1.2
(a) Fir jeden Typ A und z : A gilt ida(z) = =.

(b) Fiir Typen A,Bund f: A — Bgilt: foida = fundidgo f = f.

1.2 Natiirliche Zahlen

Im Gegensatz zum abhéngigen Produkt ist der Typ der Natirlichen Zahlen nicht von anderen Typen
abhéngig. Dementsprechend ist die Formierungsregel etwas einfacher:

I' Kontext

v (NF)
I'N Typ

Eine Neuheit ist, dass es zwei Regeln fiir die Konstruktion von Termen gibt:

I" Kontext I'Fn:N

(NI1)

- o T (N
FFOy: N 'k sucen(n) : N

Soweit heiflt das nur, dass man stets die Natiirlichen Zahlen verwenden darf, es ein Element Oy und zu

w_on

jeder natiirlichen Zahl einen Nachfolger gibt. Den Index “N” soll Verwechslungen verhindern und wird
gelegentlich wegegelassen.

Definition 1.2.1
Wir verwenden die iibliche Schreibweise fiir natiirliche Zahlen:
0 := Oy, 1 == sucen(0), 2 := sucen(1), ...
Die néchste Regel wird es uns erlauben, per Induktion Aussagen iiber die natiirlichen Zahlen zu zeigen,
aber auch Funktionen auf den natiirlichen Zahlen zu konstruieren:
I'yn:NF P(n) Typ I'-IA: P(0) I'yn:N,IH : P(n) - IS(n,IH) : P(succ(n))

I+ indy(P,IA,IS) : [[ P(n)
n:N

(NE)

Um die Regel mit bekannten Vorstellungen von Induktion zusammenzubringen, stellt man sich P(n) als
Aussage iiber die Zahl n vor. Wenn man es nun schafft, einen Term p : P(n) zu konstruieren, bedeutet
das, dass man die Aussage P(n) bewiesen hat. In dieser Lesart ist das abhéngige Produkt ],  P(n)
nichts anderes als “vn € N gilt P(n)”. Nun muss man, um per Induktion eine Aussage zu zeigen, den
Induktionsanfang (IA) zeigen und den Induktionsschritt (IS) aus der Induktionshypothese (IH) folgern.
Die zu diesen Einzelteilen passenden Terme sind in der Regel oben entsprechend benannt.

Bemerkung 1.2.2
Wir werden spéter die Moglichkeit haben, mittels abhéngigen Typen Aussagen iiber natiirliche Zahlen
zu konstruieren, wie z.B.

Pn)=“n-(n+1)=2-n+n—-1)+---+1)”

Dazu fehlen uns momentan allerdings noch Typen fiir die zweite Art von Gleichheit “=". Bis wir diese
einfithren kénnen, miissen wir uns noch mit konstanter Abhéngigkeit begniigen.

Der wichtige Spezialfall der Regel NE fiir (nicht-abhéngige) Funktionen, heit Rekursion:

Definition 1.2.3
Sei A ein Typ. Dann ist fir fo: A und fs : N — (A — A) durch NE eine Funktion

reCN(Aafb)fs) = indN(n :NF A7f07fs) N— A

gegeben. Diese Art Funktionen (auf N) zu definieren nennt man (N-) Rekursion.

Beispiel 1.2.4
Sei d : N — N gegeben durch

d = recy(N, 0,n — (k — sucey(sucen(k))))
das entspricht einer rekursiven Definition durch die Gleichungen
d(0) =0
din+1)=d(n)+2

— also einer Funktion, die ihr Argument verdoppelt.



Noch haben wir keine Méoglichkeit, eine durch Rekursion oder Induktion definierte Funktion fiir ein
Argument auszuwerten. Dazu brauchen wir S-Regeln, die nichts anderes sagen, als dass eine durch In-
duktion definierte Funktion, die durch Induktionsanfang und Schritt gegebenen Werte auch annimmt. Es
sollen also fiir mit NE definierte Funktionen gelten:

indn(P,IA,IS)(On) = IA(Fiir n : N) indn(P,IA, IS)(sucen(n)) = IS(n, indy (P, IA, IS)(n))
und damit fiir die Rekursion mit den Bezeichnern aus Definition 1.2.3:

I“GCN(A, an fs)(o) = fOreCN<Aa f07 fS)(SU-CCN(n)) = fs(n7 I"GCN(A7 f()a fs)(n))
Die vollstandigen S-Regeln sind wie folgt:
I''n:NFF
I,n:N,IH: P(n) -
I F indn(P, 1A, IS) (sucen (k

I,n:NF P(n) Typ I'+1A: P(0) [,n:N,IH: P(n) FIS(n,IH) : P(succ(n))
T F indy (P, 1A, 1S) (0n) = IA : P(0n)

(NB1)

Damit konnen wir Werte der Funktion aus Beispiel 1.2.4 berechnen:

Beispiel 1.2.5
Fir die Funktion d : N — N aus Beispiel 1.2.4 ergibt sich mit den S-Regeln nun etwa:

d(3) = d(sucen(2))

= (k — sucey(sucen(k)))(d(2)) (NS3)
= succy(sucen(d(2))) (I18)
= succep(sucey (sucey (sucen(d(1))))) (NS, I15)
= succy(sucey (sucey (sucen(sucey (sucey (d(0)) (NS, I15)
=6 (NB1)

Folgende Konvention werden wir ab jetzt verwenden:

Konvention 1.2.6
(a) Wir verwenden die folgenden Klammerungen:

HB—)C:EH(B%C)
z:A z:A

und auch im Allgemeinen, dass [] als letzter Typ-Former ausgefithrt wird.

(b) Weiter klammern wir iterierte Funktionen von rechts:
Al =2 As— =5 Ay =41 - (A= (. (A1 — 4p) 00
(¢) Wir erlauben uns etwas Freiheit beim Schreiben von Funktionsanwendungen, also etwa fiir f : A —
B — C auch mal f(a,b) statt f(a)(b) zu schreiben oder auch afb, wenn f ein Operator ist.

Zum Abschluss unserer ersten Betrachtung der natiirlichen Zahlen werden wir nun die arithmetischen
Operationen definieren:

Definition 1.2.7
(a) Die Addition + : N — N — N ist gegeben durch die folgenden Urteilsgleichungen:

O0+k=k
sucen(n) + k == sucen(n + k)

Formal ist + gegeben durch:
+ =reey(N—= N k= k,n— f— (k— sucen(f(k))))

(b) Die Multiplikation - : N -+ N — N ist gegeben durch:

0-k=0
sucey(n) -k = (n-k)+k

Bzw.:

c=reeN(N—=>Nk—0,n— f— (k= f(k)+k))



Beispiel 1.2.8
Wir kénnen nun wie folgt mit natiirlichen Zahlen rechnen:

141 =sucen(0) +1
= +(sucen(0))(1)
= (n+— f+— (k> sucen(
= (J = (k > sucen(F()(
= (k — sucen((I— 1) (k))
= (k — sucen(k))(1)
=2

-
=
>
N
=
=
o~
~ O
=
—
—
(=)
=
=
~—
i
=

~—
—~
—_

1.3 Induktive Typen

Der Typ der natiirlichen Zahlen ist ein Beispiel fiir einen sogenannten induktiven Typ. Wir werden in die-
sem Abschnitt ein paar weitere Typen dieser Bauart kennenlernen. Das sich dabei wiederholende Muster
ist, dass der Typ jeweils im wesentlichen durch seine Einfithrungsregeln gegeben ist. Eine Einfiihrungs-
regel besteht im Wesentlichen aus einer Funktion in den Induktiven Typ, oder genauer ihrer Signatur.
Diese Funktionen werden wir von nun an Konstruktoren nennen. Im Fall der natiirlichen Zahlen gab es
die beiden Konstruktoren Oy : N und succy : N — N.

Wir beginnen mit einem Typen, der in noch zu kldrendem Sinn genau einen Term hat.

Regeln 1.3.1
Der Einheitstyp 1 ist der Induktive Typ mit Konstruktur * : 1. Dadurch ergibt sich der folgende Satz von
Regeln:

I' Kontext 1F) I’ Kontext a1 Iyz:1F P(x) Typ T'kp: P(x) (1) Iyz:1F P(x) Typ F'kp:P(
I'+1Typ Phx*:1 '+ indy (P, p) ;Hp(x) Ik indy (P, p)(x) =p: P(x)
z:1

Beispiel 1.3.2
Wir kéonnen die beiden Funktionen

(x+—0):1— Nundrec;(N,0):1— N

definieren. Es ist allerdings nicht méglich zu zeigen, dass (x — 0) = rec;(N, 0) gilt. Spéater werden wir in
der Lage sein (mittels Induktion) zu zeigen, dass Objektgleichheit “=" zwischen diesen Funktionen gilt.

Regeln 1.3.3
Der leere Typ @ ist der Induktive Typ ohne Konstruktur. Dadurch ergibt sich der folgende Satz von

Regeln:

I" Kontext Dx:0F P(x) T
(OF (z) Typ

I'=0 Typ I+ indy(P) : [] P(x) (PE)
z:0

Regeln 1.3.4
Der zweielementige Typ oder Bool 2 ist ein Induktiver Typ mit den zwei Konstruktoren

02 12 12 12
Wir verzichten diesmal auf Angabe der Regeln.

Es ist auch moglich, einen Induktiven Typen zu definieren, der von einem oder mehreren Parameterty-
pen abhéngt. Der folgende induktive Typ kann fiir je zwei Typen geformt werden und ist typentheoretische
Version der disjunkten Vereinigung:

Regeln 1.3.5
Das Koprodukt zweier Typen A und B ist der induktive Typ A LI B mit den Konstruktoren

n:A—AUB 1n:B—AUB

Eine Funktion f : AU B — C in einen Typen C, kann also definiert werden durch Angabe zweier
Funktionen f; : A —- Cund fo: B — C.



Beispiel 1.3.6
(a) Das Koprodukt erlaubt eine Alternative Konstruktion des Typs 2 als 1111. Wir kénnen zwar noch
nicht ausdriicken, dass zwei Typen gleich sind (abgesehen von der Urteilsgleichheit, die uns hier
nicht helfen wiirde), wollen aber trotzdem schonmal die beiden Abbildungen definieren, die uns das
spéater erlauben werden:

f(02) = 11(%) g(11(%)) = 0g
F(1g) = ta(%) gla(x)) =1,

(b) Fiir Typen A, B gibt es stets die Abbildung
ind(2,(a: A) = 0g,(b: B)—~13): AUB — 2.

1.4 Gleichheit

Da wir uns im Folgenden der Situation ndhern die Typentheorie einsetzen zu kénnen, um iiber mathemati-
sche Objekte zu reden, wollen wir auch weniger syntaktische Sprechweisen bevorzugen und etwa eher von
Elementen eines Typs statt Termen sprechen. Aulerdem wollen wir es uns nun erlauben, verschachtelte
[ [-Ausdriicke iiber den gleichen Typen wie folgt abzukiirzen:

MI-=11 -

z:Ay:A z,y: A

In diesem Abschnitt werden wir die Gleichheit von Objekten x = y einfiihren. Diese wollen wir
im Folgenden auch einfach nur Gleichheit nennen. Im Gegensatz zur klassischen Mathematik ist die
Gleichheit zwischen zwei Elementen x,y : A eines Typs selbst wieder ein vollwertiger Typ z =4 v.
Wir werden auch tatsdchlich Beispiele von Typen sehen, deren Gleichheitstypen mehrere verschiedene
Elemente enthalten. Dies kann man sich als die Neuheit vorstellen, dass Dinge auf mehrere Arten gleich
sein konnen.

Regeln 1.4.1
Fiir zwei Elemente x,y eines Typs A kénnen wir den Typ z =4 y der Gleichheiten zwischen z und y
formen. Dieser wird auch Identitdtstyp genannt und ist als induktiver Typ durch den Konstruktor

refl : HJ: =AT
x:A

festgelegt. Wir nehmen von nun an die sich daraus ergebenden Regeln an, die wir im Folgenden diskutieren
werden.

Als Formierungs und Einfithrungsregeln ergeben sich:

FFz:A T'Fy: A F T'Fx: A

— (=1)
F'Frx=ay Typ

Threfl, :x =4 x

Bevor wir weitere Regeln diskutieren, machen wir zunéchst Beispiele:

Beispiel 1.4.2
(a) Fir z,y : 1 konnen wir nun den Typ x = y formen. Weiter kénnen wir mit ind; auch recht deutlich
beschreiben, wie dieser Typ aussieht:

indy(z:1F 2 =1 *,refl,) : Hx = x

z:1
(b) Fiir den leeren Typ konnen wir zeigen, dass je zwei x,y : () gleich sind:

ind@(z:QFH:C:y)l HIE:?J

y:0 z,y:0

(c) Wenig iiberraschend, ist jedes z : 2 entweder gleich 0, oder 1z, was wir mit dem Koprodukt aus-
driicken konnen:

indg(z: 2F (x = 02) U (z = 13), 11 (refly, ), ta(refly,)) : H(x =0z) U (x=1,)

x:2



Die Eliminationsregel, bzw die Induktion fir Gleichheit, die auch Pfadinduktion genannt wird, stellt
sich als erstaunlich vielseitig heraus. Sie besagt, dass fiir einen abhéingigen Typen iiber dem Gleichheitstyp,
also etwa x : A,y : A,p:x =4 y F B(p) und eine Vorgabe fiir refl, also ein Element b, : [],., B(refl,)
bereits eine abhingige Funktion wie folgt gegeben ist:

ind_(B,0,): [[ ] B®w

T,y Apir=ay

Eine wiinschenswerte Eigenschaft fiir Gleichheitsbegriffe ist, dass es sich um Aquivalenzrelationen handelt.
Da es sich bei unserem Gleichheitstyp im Allgemeinen um mehr als eine Relation handelt, haben statt
den Eigenschaften Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitit eine sogenannte Gruppoidstruktur'. Das
bedeutet, dass diese drei Eigenschaften zu Operationen verallgemeinert werden. Die Reflexivitét ist bereits
durch den Konstruktor gegeben und erlaubt es uns fiir jedes = : X eine Gleichheit x =x x zu konstruieren.
Statt der Symmetrie haben wir eine Umkehroperation oder Inversionsoperation von x = y nach y = z
und die Transitivitdt wird zu einer Verkettungsoperation oder Konkatenation von Gleichheiten:

Definition 1.4.3

(a) Fiir p : © =4 y bezeichnen wir mit p~
-1

Ly =4 a die inverse Gleichheit, also eine Funktion

1T =4y — Yy =4 x, welche wir durch Vorgabe fiir “refl,” definieren kénnen:
(refl,) ™t = refl,

bzw durch die folgende Induktion:

inde(z,y: Ap:x=ayby=aazrefl,) : H H Y=AT

T,y Apir=aY

(b) Seien x,y, 2 : A. Fir zwei Gleichheiten p : . =4 y und q : y =4 z ist die Konkatenation p-q gegeben
durch:

refl,.q = q
Der Induktionsterm sieht fiir z : A wie folgt aus:

inde(z,y: Ap:x=ayby=az— =4 zids—,.)

: H(I:Ay)%(y:Az)ﬁ(ﬂﬂ:Az)
z,y: A

Beispiel 1.4.4
Nach Beispiel 1.4.2 gibt es einen Term

[[o-

z:1
Damit kénnen wir nun auch zeigen, dass alles in 1 paarweise gleich ist:

(z,y:1) = k(x)-k(y)~*: H r=y

z,y:1

Nach diesen Konstruktionen wirkt die Induktionsregel fiir Gleichheit vielleicht etwas zu stark. Tat-
sichlich wenden wir die notige Arbeit, um zu Beweisen zu kommen, etwas versteckt beim Definieren der
abhédngigen Typen auf, auf die wir die Induktionsregel anwenden. Dass es dabei etwas zu beachten gibt,
sieht man an den Grenzen der Induktionsregel:

Bemerkung 1.4.5
Das folgende kann nicht mit Induktion (und auch sonst mit keiner Regel der Vorlesung) gezeigt werden?:

H H P =z==z reﬂx

r:Ap:x=aAT

IDie Gleichungen, die in einem Gruppoid gelten wiirden, gelten hier nicht strikt.
2S0 etwas lasst sich nicht so einfach formal zeigen.



Das Problem dabei ist, dass wir keine Moglichkeit haben zu fordern, dass die Endpunkte x und y die
gleiche Variable sind. Der abhingige Typ « : A,p : © =4 x F p = refl, kann also nicht in die Form
gebracht werden, die wir fiir die Induktionsregel brauchen. In der Anschauung bedeutet das, dass es
wichtig ist, dass wir Wege mit frei-beweglichen Endpunkten haben.

Die Notation der oben definierten Operationen erinnert stark an die einer Gruppe. Tatséchlich kénnen
wir zeigen, dass auch dhnliche Gesetze fir die Gleichheit gelten. Zunéchst verhélt sich refl, dhnlich wie
ein Neutralelement:

Bemerkung 1.4.6
Seien A ein Typ, z,y : A und p: z =4 y. Dann gelten:

(a) refl,.p=p
(b) perefl, =p
Beweis (a) Diese Gleichung gilt bereits urteilsméBig.

(b) Unser Ziel ist:

H H p-refl, =p

T,y Ap:ir=ay

Mit Induktion reicht es also zu zeigen

H refl, .refl, = refl,
T:A

Der Term refl,-refl, ist aber bereits nach Definition urteilsméBig gleich refl,. Also ist z +— reflien,
ein passender Term. O

Wir wollen nun damit fortfahren, den Namen Inversion zu rechtfertigen. Anschaulich, ist fiir eine
Gleichheit p : = y ihr Inverses p~! : y = z einfach diejenige Gleichheit, die p riickwirts durchlauft. Der
Weg p-p~! verliuft also von = nach 3 und dann auf dem gleichen Weg wieder zuriick. Insgesamt lisst sich
der Weg p-p~! in Richtung = zusammenziehen zum konstanten Weg refl, : z = x.

Formal kénnen wir diese Tatsache mit einer Gleichheitsinduktion fassen:

Bemerkung 1.4.7
Fir einen Typ A und Elemente z,y : A gilt fir jedes p:xz =4 y:

p-p_1 =g= o refly

Beweis Wir wollen also etwas in folgendem Typ konstruieren:

H H p-p L = refl,.

z,y:Apx=y

Um das mit Induktion zu erledigen, miissen wir das fiir p = refl, zeigen, also einen Term von

H reﬂgc-reﬂ;1 = refl,,

z:A

angeben. Nach Definition von _ ~1 gilt reﬂ;1 = refl,, also miissen wir fiir x : A eigentlich nur etwas in
refl, -refl, = refl, konstruieren. Nach Definition von . ist das aber nur refl, = refl,. D.h. wir haben
mit

(x: A) — reflyen,

den gesuchten Term konstruiert. (]

Bei Beweisen dieser Art ist es wichtig, dass es sich eigentlich um Konstruktionen handelt. D.h. wir
konstruieren Terme, die wir spéter auch verwenden werden und es kann passieren, dass die spezielle
Konstruktion eine Rolle spielt. In einem Typ A kann es auch durchaus mehrere verschiedene Gleichheiten
in refl,.p = p geben.

Als letzte elementare Gleichung fiir das Rechnen mit Gleichheiten, zeigen wir die Assoziativitit von
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Bemerkung 1.4.8
Fiir einen Typ A und z,y, z,w : A gilt:

II II II -o)r=p(ar)

PX=Y QY=Z riZz=w

Beweis Durch Umsortieren der Abhéngigkeiten, was wir nach den Strukturregeln diirfen, kénnen wir
Induktion auf den folgenden abhingigen Typen anwenden:

r:Ay:Ap:z=4ytk H H H(p-q)”“:p'(Q'T)

z, WA Y=z riz=w

Also miissen wir nur noch folgendes zeigen:

H H H H (reﬂm'Q)‘r:reﬂm-(q.r)

Az, w A gr=z riz=w

Aber die Gleichung lasst sich nun mit per Definition gegebenen Urteilsgleichheiten zu g.r = ¢-r reduzieren,
was durch refl,., gegeben ist. O

Bemerkung 1.4.9

Fiir einen beliebigen Typen A und ein Element x : A erfiillt der Typ x =4 2 die naheliegenden Uberset-
zungen der Axiome einer Gruppe. Allerdings werden wir spéter noch mehr fordern, damit wir einen Typ
eine Gruppe nennen.

Auch die Assoziativitét ist eine spezielle Gleichheit in (p-q)-r = p-(g-r). In mathematischen Bereichen,
in denen so etwas der Fall ist, wird daher auch manchmal von einem Assoziator gesprochen, weil es sich
statt einer Aussage die gilt, eben um eine Operation handelt, die ein Datum produziert. Diese neue
Vielfalt kann Probleme mit sich bringen und es ist daher iiblich, sogenannte Kohdrenz zu fordern. Dabei
handelt es sich um natiirlichen Gleichungen, die etwa zwischen verschiedenen Assoziatoren gelten sollten.
Oder Gleichungen, die zwischen diesen Gleichheiten wieder gelten sollten. Falls Kohérenz gegeben ist,
spricht man von héheren Strukturen, z.B. von hoheren Monoiden, héheren Gruppen oder Ringen.

In der Homotopietypentheorie, die wir in der Vorlesung lernen, gibt es zwar keine bekannte Moglichkeit
solche Kohérenz allgemein zu definieren, aber man kann zum Beispiel im Fall der Gleichheitstypen z =4 y
und den vorgestellten Operationen erfahrungsgemaf immer alle Kohérenzen konstruieren, die man gerade
braucht. Ein Beispiel fiir eine Kohérenz, ein Level iiber der Assoziativitat, ist das MacLane Pentagon:

Bemerkung 1.4.10
Seien A ein Typ, x,y, z,w,u: A. Dann gibt es fir p: x =y, q:y=2z,r: z=w,s: w=wuin ((p-q)-r)-s =
p-(q-(r-s)) zwei verschiedene natiirliche Terme, zwischen denen sich eine Gleichheit konstruieren ldsst.

(p-(g-r))-s p-((g-r)-s)

(p-q)-(r-s)
Abbildung 1: MacLane-Pentagon

Wir werden die Mittel erst noch einfithren, mit denen diese Terme konstruiert werden kénnen.

Wir wenden uns nun dem Verhalten von Gleichheit unter Abbildung mit Funktionen zu. Fiir jeden
sinnvollen Begriff von Gleichheit, will man sicher, dass er von Funktionen respektiert wird. Fiir eine
Funktion f: A — B und p: x =4 y sollte auch f(z) = f(y) gelten bzw. eine Gleichheit in f(z) =g f(y)
kontruierbar sein. Das ist mit der bekannten Vorgehensweise schnell erledigt:
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Definition 1.4.11
Seien A, B Typen, f : A — B eine Funktion, z,y: Aund p: x =4 y. Es sei f(p) : f(x) =p f(y) das Bild
der Gleichheit p, das wir auch mit ap(f,p) : f(z) =p f(y) bezeichnen, gegeben durch

f(refly) = refly(,)

Auch hierfiir wollen wir zumindest die grundlegenden Gleichungen erwiahnen:

Bemerkung 1.4.12
Seien A, B Typen und f : A — B eine Funktion.
(a) Fir o : A gilt f(refl,) = refly(,).

(b) Fiir z,y: Aund p: 2z =4 y gilt f(p~1) = f(p)~*.

(c) Firz,y,z: Aund p:x =4y,q:y =24 2z gilt f(p-q) = f(p)-fq)-

Die Beweise folgen alle dem bekannten Schema.

Eine weitere entscheidende Eigenschaft, die bei Gleichheit erwarten wiirde, ist, dass sich gleiche Dinge
auch in allen Eigenschaften gleichen. In leichter Abwandlung, konnte man auch sagen, wenn man eine
Aussage P(z) hat und zwei gleiche Objekte x = y, dann sollten P(z) und P(y) dquivalent sein. Dabei
wiirde es wegen der Symmetrie auch schon reichen, zu verlangen, dass im Fall der Gleichheit P(y) aus
P(x) folgt.

Fiir unsere Gleichheit bekommen wir fir einen abhingigen Typen B sogar eine Abbildung B(x) —
B(y) statt einer Implikation:

Definition 1.4.13
Seien A ein Typ und z : A F B(z) ein abhéngiger Typ iiber A. Dann sei fiir z,y : A und p : x =4 y die
Abbildung

trp(p) : B(x) — B(y)

gegeben durch tr(refl;) := idp(,). Die Abbildung trp(p) heifit Transport in B entlang von p.

Transport kann man fiir spezielle Typen konkretisieren.

Lemma 1.4.14
Seien A ein Typ und a : A. Fiir den von « : A abhéngigen Typ B(z) := (z = a) kann der Transport fiir
z,2' : Aund p: z = 2’ berechnet werden:

((q:2=a)—p'q) =trp(p) : B(x) > B(z')
Beweis Die Behauptung folgt aus:
(q:2=a)— refl;'.qg = idy—, O

Auflerdem vertragt sich der Transport mit der Konkatenation:

Lemma 1.4.15
Seien A ein Typ und z : A+ B(z). Fir z,y,z : A gilt:

IT II 8@ otrs() = tra(p-q)

pir=y qy=z

Beweis Induktion iiber p. O

1.5 Abhéangige Summen

Die abhéngige Summe ist ein Typ, der die folgenden Konstruktionen und Aussagen in sich vereint:

Jz e M : P(x) AxB 114
iel

In der topologischen Anschauung entspricht die abhiingige Summe dem Totalraum einer Faserung. Ahn-
lich wie [],., B(z) den Funktionstyp A — B verallgemeinert, verallgemeinert die abhéngige Summe das
kartesische Produkt A x B, dadurch, dass der rechte Faktor abhéngig von x : A variieren darf.
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Regeln 1.5.1
o Fiir einen Typ A und = : A F B(xz), kann die abhdingige Summe ) . 4 B(x) gebildet werden.
Die abhingige Summe wird auch abhdngiger Paartyp oder Sigmatyp genannt und alternativ mit
(x : A) x B(z) bezeichnet.

o Fir z: A und b(z) : B(x) gibt es ein Paar, also ein Element (z,b(x)) : >, 4 B(x).
 Fiir einen abhéngigen Typ y : >, , B(z) - C(y) und einen abhéngigen Term z : A,b(z) : B +
c((z,b(x))) : C((x,b(x))) gibt es eine abhéngige Funktion

indy~(C, c) : H C(y)
Y2, B(2)

o Fiir auf diese Art definierte Funktionen gilt fiir a : A,b: B(a) die Urteilsgleichheit

indy~(C, ¢)((a,b)) = c((a,b)) : C((a,b))

Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, wollen wir etwa fiir “c((a, b))” auch einfach “c(a,b)” schrei-
ben. Die Induktionsregel, also den dritten Punkt oben, hétten wir auch wie folgt formulieren kénnen:
Fir ¢ : [[,.4 1y Cla,b) gibt es inds-(Cc) - Hy:Zx;A B(z) C(y). Und wir wollen auch hier wieder
Funktionen durch ihre definierende Gleichung in folgender Form angeben:

g(a,b) = c(a,b)

Es gibt Projektionen auf die Faktoren einer abhéngigen Summe:

Definition 1.5.2
Seien A ein Typ und z : A+ B(z) abhingiger Typ iiber A.
(a) Die Funktion 7y : (3,4, B(x)) — A gegeben durch

m1(a,b) =a
heiflt Projektion auf die Basis oder Projektion auf den ersten Faktor.
(b) Die abhéngige Funktion 7y : (y: > . 4 B(x)) = B(m1(y)) gegeben durch
ma(a,b) =b
heiflt zweite Projektion oder Projektion auf den zweiten Faktor.

Wie bereits bei den Funktionen verwenden wir auch hier die ibliche Notation, wenn keine echte
Abhéngigkeit vorliegt:

Definition 1.5.3
Fiir zwei Typen A und B schreiben wir auch A x B statt ), , B(z) und sprechen vom Produkt® von A
und B.

Mit Produkten lassen sich Konjuntionen ausdriicken. Ein Beispiel dafiir ist die folgenden wichtigen
Definitionen, die uns von nun an begleiten werden:

Definition 1.5.4
Seien A, B Typen.
(a) Zwei Funktionen f: A — B und g: B — A sind zueinander invers, wenn

(Hg(f(x)) - l‘) < | [ Flew) =y
z:A y:B

(b) Sei f: A — B eine Funktion. Wir sagen, dass f eine Quasi-Inverse oder Inverse hat, wenn der Typ

qinv() = 3 (ng(x)):x)x T1 o) =v

g:B—A z:A

einen Term hat.

3Die iibliche Terminologie ist hier leider etwas verwirrend...
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Mit Produkten kénnen wir nun sogenanntes Currying formal fassen:

Definition 1.5.5
Seien A, B, C Typen. Die Abbildung

curry : (Ax B) = C) = (A— (B = (C))

ist gegeben durch:
curry(f) = (z = (y = f(z,9)))

Analog lasst sich auch Uncurrying definieren:

uncurry : (A — (B — C)) —

N
X
=
1
a

uncurry(f) = x — f(m(x),

Bemerkung 1.5.6
Die Funktionen curry und uncurry sind zueinander invers. Allerdings kénnen wir das und viele andere
Aussagen dieser Form {iber Funktionen noch nicht mit der soweit eingefithrten Typentheorie beweisen.

Mit abhéngigen Summen haben wir die Moglichkeit, Existenzaussagen zu formulieren:

Definition 1.5.7
Seien a,d : N. Die Phrase d teilt a steht fiir den folgenden Typen:

Zc-dza
c:N

Gleichungen in den natiirlichen Zahlen werden wir uns spéter noch zuwenden. Zunéchst wollen wir uns
damit beschéftigen, wie sich fiir abhédngige Summen oder speziell Produkte der Gleichheitstyp verhélt.

Lemma 1.5.8
Seien A, B Typen.
(a) Fir x: A x B gilt x = (m(z), m2(x)).

(b) Seien (a,b),(a’,b’) : A x B, dann gibt es zueinander inverse Funktionen:
pair_ : ((a =4 a') x (b= b)) = (a,b) =axp (d’,b)

und
pairZ! : (a,b) =axp (d',V) = ((a=4d") x (b=pV))

Beweis (a) Ziel ist es, einen Term in

1 == m@.m()

z:AXB

zu konstruieren. Mit ) -Induktion folgt dieser aus:

ar b refl ) [[[J(a:b) = (mi(a,b), m2(a, b))

a:Ab:B
Zur Verwendung in Teil (b), geben wir den damit konstruierten Term den Namen wu.
(b) Wir definieren pair_ durch doppelte Gleichheitsinduktion:
pair_ (refly, refly) = refl 4

und pair_! definieren wir zunéchst etwas zu allgemein durch Bilder einer Gleichheit p : 2 = y unter
den Projektionen:

pair=" (p) = (m1(p), m2(p))

und setzen pair='(p : (a,a’) = (b,¥')) = pair=" (p). Damit kénnen wir mit Gleichheitsinduktion
zeigen, dass pair_ und pair_' zueinander invers sind. Ein Teil ist sofort erledigt:

reflyeft, refly) pair;l(pair:(reﬂa,reﬂb)) = (refl,, refly)
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Fir den anderen bekommen konstruieren wir erstmal einen Term

t: JI I pair-air=")(p) = u(mi (@), m2(2) " -pulmi(y), 72(y))

@,y Ax B piw=y

durch Gleichheits- und ) -Induktion — wir diirfen also refl, ;) fiir p einsetzen:
pair_ (pairgll)(reﬂ(a,b)) = reﬂ(_al,b)-reﬂ(ayb) -refl(q p) O
Linke und rechte Seite sind per Definition gleich refl, ;), also miissen wir nur noch den somit

konstruierten Term t entsprechend anpassen. Fiir p : (a,b) = (a’,b’) lassen sich dazu folgende
Gleichheiten konstruieren:

pair_(pairZ')(p) = pair_ (pairZ")(p) tab),(a’ b'),p
= u(a,b)"L-p-u(d,b) Def.
= reﬂ(_a%b) -p-refl(qr 1y Def.
= prefly vy Bemerkung 1.4.6
=D

Fir allgemeine abhingige Summen gibt es eine dhnliche Moglichkeit, Gleichheiten zu erzeugen. Hier
ist allerdings eine Schwierigkeit, dass zwei Elemente im zweiten Faktor, also etwa b, : B(z) und b, : B(y)
im Allgemeinen nicht vom selben Typ sind. Also ergibt es keinen Sinn, nach einer Gleichheit g : b, = b,
zu fragen. Um b, mit b, zu vergleichen, konnen wir es entlang einer Gleichheit p : = y transportieren,
also nach trg(p)(bs) = by fragen.

Lemma 1.5.9
Seien A ein Typ und z : A - B(x) abhéngig iiber A. Fiir z,y : A und b, : B(z), by, : B(y) gibt es eine
Funktion

Z : H trB(p)(bw) = bly - (xaba:> = (y’b;/)

= pa=y

Beweis Mit Induktion iiber p reicht es, eine Funktion folgenden Typs anzugeben:
by =0, — (x,b,) = (z,0))

Nun sind b,,b, : B(x) noch frei wihlbar, also kann wieder Gleichheitsinduktion angewandt und der

Ty Yx

gesuchte Term auf refl, ;) festgelegt werden. O

Fir die Gleichheit in abhédngigen Summen gibt es auch eine Aussage wie Lemma 1.5.8, der wir uns jetzt
aber erstmal nicht zuwenden.

1.6 Kontrahierbarkeit und Aussagen

Wir beschéftigen uns zunédchst mit Gleichheit von Funktionen. In verschiedenen Zusammenhéngen ist
bereits die punkweise Gleichheit von Funktionen aufgetreten, der wir nun einen Namen geben wollen:

Definition 1.6.1
Seien A, B Typen und f,g : A — B Funktionen. Wir nennen f und g homotop oder punktweise gleich,
wenn der folgenden Typ einen Term hat

f~g=]]f@) = gla)
A

Die Elemente von f ~ g heiflen Homotopien oder punktweise Gleichheiten.

Wir werden spéter das sogenannte Univalenzaziom und ein Intervall als hoheren induktiven Typen ein-
fithren. Aus beidem kann jeweils gefolgert werden, dass punktweise Gleichheiten bereits die Gleichheit
von Funktionen zur Folge hat. Letztere Aussage hat einen eigenen Namen und wird von uns im Folgenden
als Axiom verwendet:
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Axiom 1.6.2 (Funktionsextensionalitét)
Unter Funktionsexrtensionalitit versteht man einen Term, der fiir Typen A, B und Funktionen f,g: A — B
wie folgt gegeben ist:

FunExty g : <H f(z) = g(ac)) —f=g
z:A

(Genauer fordern wir, dass FunExt;, und (p: f=g) — ((z: A) —ap(h— h(z),p)): (f=9) > f~yg
invers zueinander sind, aber das brauchen wir nicht, bis wir FunExt sowieso nochmal auf eine andere Art
einfithren.) Wir werden uns jeweils merken, fiir welche Aussagen wir dieses Axiom brauchen.

Bemerkung 1.6.3

Mit FunExt sind die Funktionen curry und uncurry aus Definition 1.5.5 zueinander invers.

Was wir bereits iiber Gleichheit wissen und mit Gleichheiten machen koénnen, lasst sich leicht auf
Homotopien jeweils punktweise iibertragen:

Bemerkung 1.6.4
Seien A, B Typen und f,g: A — B Funktionen.
(a) Es gibt stets den folgenden Term:

(w: Ay reflpgy : f ~ f
(b) Es gibt eine Operation
He (ze H@) ) frg—ag~f
(¢) Fiur eine weitere Funktion i : A — B gibt es eine Operation
H—H v (z— H@)H(z): f~g—=g~h—f~h
Ziel dieses Abschnitts ist es, die ersten beiden Stufen einer Hierarchie auf allen Typen einzufithren
und zu untersuchen. Diese Hierarchie der sogenannten n-Typen ist nicht total und bezieht sich auf die
Komplexitdt der Gleichheiten in Typen. In der niedrigsten Stufe sind alle Elemente eines Typs gleich
einem fest gewédhlten, wir werden sehen, dass eine Konsequenz davon ist, dass auch Gleichheiten zwischen

Gleichheiten keine neue Komplexitéat aufweisen. Wir nennen diese einfachsten Typen kontrahierbar und
wollen gleich die nichsten beiden Stufen benennen:

Definition 1.6.5
Sei A ein Typ.
(a) A heiBt kontrahierbar oder —2-Typ, wenn

isContr(A) = Z HI =c

(einen Term hat).

(b) A heifit Aussage oder —1-Typ, wenn

isProp(A) = H r=y

(¢) A heifit 0-Typ oder Menge, wenn

isSet(A) = H H p=gq

z,y: A p,q:x=y

Beispiel 1.6.6
(a) 1 ist kontrahierbar.

(b) @ ist eine Aussage.

Fir die kontrahierbaren Typen stellt sich zusétzlich zum bereits Gesagten heraus, dass jeder kontra-
hierbare Typ bereits mehr oder weniger der Einheitstyp ist:
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Bemerkung 1.6.7
Sei A ein kontrahierbarer Typ. Es gilt:
(a) Fir x,y : A ist © =4 y kontrahierbar.

(b) Es gibt Funktionen f: A — 1 und g : 1 — A, die zueinander invers sind.
(c) A ist eine Aussage.

Beweis (a), (b) In den Ubungen.
(¢) Wir haben

k :isContr(A) = Z Hm =c
cA x:A

und damit:
xr—>y»—>km~k;1: H r=y
T,y A O
Mit der folgenden Bemerkung scheinen auch Aussagen wenig Vielfalt zuzulassen:
Bemerkung 1.6.8
Sei P eine Aussage und ¢t : P. Dann ist P kontrahierbar.
Beweis Es gibt
a: H =y
z,y: P
und damit
(t,x — agy) :isContr(P) = r=c
c:P x:P ]

Es gibt einen tiberraschenderweise kontrahierbaren Typen, der uns noch begleiten wird.

Lemma 1.6.9
Seien A ein Typ. Dann ist fiir y : A der Typ

> r=y
z:A
kontrahierbar.

Beweis Wegen (y,refly) : >, = y reicht es zu zeigen, dass der Typ eine Aussage ist, also je zwei
Elemente gleich sind. Durch ) -Induktion, reicht es zu zeigen, dass je zwei Paare

(2,9),(2',¢): Y w=y
z:A

1

gleich sind. Es ist ¢-¢'~! : = 2’ und damit kénnen wir > _ verwenden:

Yo H tra::Al—:z=y(p)(Q) = q, — (JZ, q) = (x',q')

pix=x’

Den Transport haben wir in Lemma 1.4.14 berechnet und kénnen einsetzen:
(¢4 ) a=d = (x,9) = (¢, ¢)

Mit Induktion kann berechnet werden: (¢-¢'~!)~! = ¢’-¢~! und damit mit den Rechengesetzen fiir Gleich-
heiten der Beweis beendet werden. (]

Es gibt einige Konstruktionen, die die Eigenschaften “Aussage” erhalten (allgemeiner auch fir “n-
Typ”).

Lemma 1.6.10
Seien P, ) Aussagen und A ein beliebiger Typ.
(a) Mit FunExt gilt: Der Typ A — P ist eine Aussage.

(b) P x @ ist eine Aussage.
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Beweis (a) Seit:isProp(P), dann ist

FunExt g (@ : A) = t(5) g(ay) - 5Prop(A = P) =[] f=g¢
f,9g:A—P

(b) Seien ¢ : isProp(P) und s : isProp(Q). Per doppelter > -Induktion reicht es fiir p,p’ : P und ¢,¢" : Q
7 zeigen:

(p.q) = (' q")
was durch pair_ (¢, p, S4.4') gegeben ist. O

Es ist moglich, Typen universell in eine Aussage zu verwandeln. Dafiir werden wir zunichst nur eine
Formierungs- und Einfiihrungsregel kennenlernen:

Regeln 1.6.11 (-1-Truncation, teilweise)

Fiir jeden Typ A gibt es eine Aussage || A||. Weiter gibt es fiir jedes a : A ein |a| : ||A]|. Der Typ || A|| heifit
-1-Abschneidung oder -1-Truncation. Mit den weiteren Regeln wird sich rausstellen, dass |_|: A — || A4]|
genau dann eine Inverse hat, wenn A bereits eine Aussage war.

Damit kénnen wir alle iiblichen Logikkonstrukte fiir Aussagen definieren:

Definition 1.6.12
Seien P und ) Aussagen.
(a) P=Q=P—Q

(b) PANQ=PxQ
(c) PVQ=|PUQ]

(d) -P=P—0

Sei nun A ein Typ und P(x) eine Aussage fir = : A.
(a) Vo : A gilt P(z) = [[,., P(x)
(b) Fz: Amit P(x) = > ,.4 Pa)|

Bei dieser Gelegenheit sollte festgehalten werden, dass es moglich ist, nicht konstruktive Axiome anzu-
nehmen, um unsere Typentheorie bei Bedarf zu spezialisieren. Um diese zu formulieren brauchen wir aber
noch manche der folgenden, sowieso wichtigen, Begriffe:

Definition 1.6.13
Seien A, B Typen und f : A — B eine Funktion.
(a) Fiir b: B ist die Faser von f iiber b gegeben durch:

fibs(b) = f'(b) = Y fla)=b

(b) f heiBt injektiv, wenn
[TisProp(s~" ()

y:B

(¢) f heiit surjektiv, wenn

[Tl
y:B

(d) f heifit Aquivalenz, wenn
isEquiv(f) = H isContr(f~!(y))

y:B

Bemerkung 1.6.14
Es ist moglich, bei Bedarf anzunehmen, dass die folgenden klassischen Axiome gelten
(a) Das Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten: Fiir jede Aussage gilt PV —P

(b) Das Auswahlaxiom: Fiir jede surjektive Funktion f : A — B zwischen Mengen A und B gibt es
s:B— Amit fos~idg.
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Wir werden noch sehen, dass es eine gute Idee ist, das Auswahlaxiom auf Abbildungen zwischen Mengen
zu beschrinken. Jetzt wollen wir noch den Abschnitt mit zwei Bemerkungen zur Aquivalenz beenden:

Bemerkung 1.6.15
Seien A, B Typen und f : A — B. Wenn f surjektiv und injektiv ist, dann ist f eine Aquivalenz.

In Abschnitt 2.1 werden wir beweisen, dass jede Funktion mit einer beidseitigen Inversen auch eine
Aquivalenz ist.

1.7 Universen

Ein Universum kann man sich erstmal als Typ aller Typen vorstellen. Problematisch ist dabei, wie in der
Mengenlehre, dass das zu Widerspriichen fithrt. Eine einfach Losung, die wir hier verwenden werden ist
die leichte Abwandlung zu sagen, dass jeder Typ in einem Universum liegt und Universen unter moglichst
vielen Konstruktionen abgeschlossen sind. Genauer fordern wir eine abzidhlbare Hierarchie von Universen:

Uo, Uy, . ..

Dabei sind die Indizes allerdings nicht unsere natiirlichen Zahlen, sondern sogenannte Universenlevel.
Dabei handelt es sich um eine Variante der natiirlichen Zahlen, die implizit durch Regeln gegeben ist.
Das verhindert zum Beispiel die Konstruktion von aufsteigenden Folgen von Universen.

Da es mit Universen moglich ist, auszudriicken, dass etwas ein Typ ist, kénnen wir von nun auf dieses
Urteil verzichten. Wir verwenden also in Zukunft “A : U;” synonym mit “A ist ein Typ”.

Regeln 1.7.1
Wir kénnen nun in allen Regeln Urteile der “A Typ” ersetzen durch “A : U;”. Bei der Regel IIF bedeutet
das etwa:

'FA:U; Iyz: AF B(z) : Y;

r=][B) :u
z:A

(ITF)

Dabei haben wir die Regel etwas ausgebaut, um fordern zu konnen, dass A und die B(x) im gleichen
Universum liegen. Der Index ¢ ist dabei 0 oder j + 1 fiir einen erlaubten Index j. Die Universen gibt es
jetzt auch einfach so als Typen:

I' Kontext
= 5, UF)
'+ Z/{z : Z/{i+1

Insbesondere kénnen wir nun abhéngige Typen auch immer dquivalent als Funktionen in ein Universum
ausdriicken:
I'EA:U; Iz: AF B(z) : U;

F'Faxw— Blx): A= U;

Grundsétzlich kann es vorkommen, dass wir auch mal Typen aus Bestandteilen konstruieren wollen, die
in unterschiedlichen Universen liegen. Dazu konnen wir mit der folgenden Regel alles in ein passendes
Universum schieben:

I'HA: Ui

F"AZUZ‘Jrl

Den Rest dieses Abschnitts verbringen wir damit, Neuerungen zu erwéhnen, die sich durch die Verwen-
dung von Universen ergeben. Interessanterweise haben wir erst durch Universen die Moglichkeit, manche
Gleichheitstypen zu charakterisieren, was wir aber erst im ndchsten Abschnitt ausfiihrlich angehen wer-
den.

Bemerkung 1.7.2
Mit Universen kénnen wir Induktion als abhédngige Funktion umschreiben, etwa fiir N:

indy : H P(0y) — (HP(n) — P(such(n))) — (HP(n))
P:NSU; n:N n:N

Konvention 1.7.3
Meistens werden wir den Index der Universen weglassen, also etwa nur A : U schreiben. Situationen in
denen die Universenlevel wichtig sind, werden eher selten sein, kommen aber vor.
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Beispiel 1.7.4
Dank Universen kénnen wir nun abhéngige Typen iiber Rekursion definieren:

B:2->U
B(0g) =10
B(lz) =1

2 Univalenz

2.1 Aquivalenzen

In diesem Abschnitt werden wir drei verschiedene Definitionen von Aquivalenzen einfiihren und zeigen,
dass es sich um den selben Begriff handelt. Einen haben wir bereits eingefiithrt - Funktionen mit kon-
trahierbaren Fasern heiBen Aquivalenz. Von einem Aquivalenzbegriff erwarten wir, dass es sich beim
entsprechenden Typ isEquiv(f) um eine Aussage handelt. Das hat zur Folge, dass wir es als eine Ei-
genschaft von Funktionen anssehen kénnen eine Aquivalenz zu sein. Damit ist dann auch der Typ der
Aquivalenzen zwischen A und B eine Untertyp von A — B, d.h. die Vergi-Abbildung

ST Z isEquiv(f) | - (A — B)
f:A—B
ist injektiv.
Zur Vorbereitung beschéftigen wir uns noch etwas mit Homotopien.

Bemerkung 2.1.1
Seien A, B:U und f,g: A — B.
(a) Sei H : f ~ g. Fiir p : A" — A gibt es eine Homotopie H,( ) : fop ~ gop und fir ¢ : B — B’
gibt es eine Homotopie ¢(H) : 1 o f ~ 1 o g. Diese Operationen nennt man whiskering.

(b) Sei H : f ~ g. Homotopien sind natiirlich in folgendem Sinn: Fiir p : =4 y gilt:
Hy-g(p) = f(p)-Hy

(c) Fiir eine Homotopie H : f ~ id gilt f(H,) = Hj(y).

Wir beginnen mit einer scheinbar unbedeutenden Variation des Begriffs Quasi-Inverse und legen dabei
mehr Notation fiir Aquivalenzen fest:

Definition 2.1.2
Seien A,B:U und f: A — B.
(a) f hat eine Linksinverse, wenn es ein g : B — A gibt und go f ~id4.

(b) f hat eine Rechtsinverse oder einen Schnitt, wenn es ein h: B — A gibt und foh ~ idp.
(c) f ist eine Aquivalenz oder eine Funktion mit Links- und Rechtsinversen, wenn

isEquiv(f) = LRInv(f) = Z go f~idy | x ( Z fohwid3>

g:B—A h:B—A

(d) Wenn es eine Aquivanz zwischen A und B gibt, dann sagen wir A ist dquivalent zu B.

(e) Fiir den Typ der Aquivalenzen zwischen A und B schreiben wir:

A~DB:= Z isEquiv(f)
f:A>B

Es wird sich herausstellen, dass LRInv(f) und qinv(f) fiir manche Funktionen keine dquivalenten
Typen sind. Insbesondere werden wir noch sehen, dass immer LRInv(f) eine Aussage ist, qinv(f) aber
keine Aussage mehr sein muss, wenn A und B komplizierte Gleichheitstypen haben. Die beiden Begriffe
sind aber logisch dquivalent, d.h. es gibt fir jedes f : A — B Abbildungen LRInv(f) — qinv(f) und
qinv(f) — LRInv(f). Zunichst halten wir die Vokabel “logisch dquivalent” fest:
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Definition 2.1.3
Zwei Typen A und B heiflen logisch dquivalent, wenn es Funktionen f: A — B und g: B — A gibt.

Bei Aussagen reicht die logische Aquivalenz bereits, damit die Typen dquivalent sind. Damit werden
die verschiedenen Varianten des Typs “isEquiv(f)”, die wir in diesem Abschnitt kennenlernen, dquivalente
Typen sein, wenn wir logische Aquivalenz gezeigt haben und dass es sich jeweils um Aussagen handelt.
Letzteres werden wir allerdings noch aufschieben.

Bemerkung 2.1.4
Seien A, B: U und f: A — B. Die Typen LRInv(f) und qinv(f) sind logisch dquivalent.

Beweis Nehmen wir ziinachst an, es gibt eine Quasi-Inverse g : B — A mit H : go f ~ ids und
K : fog~idpg. Dann ist

(9, H), (9, K)) : LRInv(f)

Seien nun andererseits g, h : B — A links- und rechtsinvers zu f. Wir zeigen, dass g und h homotop sind.
Damit kénnen wir dann zeigen, dass g auch rechtsinvers ist. Durch Whiskering erhalten wir:

gr~go(foh)~(gof)oh~h

Also ist g rechtsinvers:
fog~ fohn~idg 0

Wenn wir also zu einer Funktion f : A — B eine beidseitige Inverse konstruieren, dann ist f eine
Aquivalenz (im Sinn einer Funktion mit Links- und Rechtsinversen). Aquivalenzen haben die Operationen,
die wir bereits von Gleichheiten kennen:

Bemerkung 2.1.5
(a) Die Identitit ist eine Aquivalenz.

(b) Eine Inverse einer Aquivalenz ist eine Aquivalenz.

(c) Seien A, B,C :U. Wenn f: A— Bund g: B — C Aquivalenzen sind, dann ist go f : A — C eine
Aquivalenz.

Beweis Wir zeigen die Aussagen fiir den Aquivalenzbegriff der Funktion mit Links- und Rechtsinversen.
Mit Theorem 2.1.12 gilt damit das gleiche fiir die anderen Aquivalenzbegriffe.
(a) Die Identitét ist ihre eigene Links- und Rechtsinverse. Die nétigen Homotopien gelten schon als
urteilsméfige von Funktionen.

(b) Wenn f : A — B eine Linksinverse g : B — A und eine Rechtsinverse h : B — A hat, dann ist
bekommen wir mit Bemerkung 2.1.4 eine Quasi-Inverse f = : B — A. Und f~! ist eine Aquivalenz
mit Linksinverser f und Rechtsinverser f.

(c) Auf Ubungsblatt 4 wird das fiir Quasi-Inversen gezeigt. Zusammen mit Bemerkung 2.1.4 gilt das
also auch fiir Aquivalenzen. O

Beispiel 2.1.6 (Transport ist Aquivalenz)
Fir A:U,B: A—U,z,y: Aund jedes p: x =y ist trg(p) : B(z) — B(y) eine Aquivalenz mit Inverser
trp(p~t) : B(y) — B(x).

Wir wollen nun den Aquivalenzbegriff der Links- und Rechtsinvertierbarkeit mit dem der kontrahier-
baren Fasern in Zusammenhang bringen. Wir werden allerdings erstmal eine Implikation kldren und fiir
die zweite einen dritten Aquivalenzbegriff einfiihren.

Bemerkung 2.1.7
Seien A,B : U und f : A — B. Wenn alle Fasern von f kontrahierbar sind, dann hat f Links- und
Rechtsinverse, es gibt also eine Funktion:

H isContr(f~*(y)) | — LRInv(f)

y:B

21



Beweis Sei k : Hy:BisContr(ffl(y)). Wir konstruieren eine beidseitige Inverse g : B — A indem wir

y : B auf das Kontraktionszentrum der Faser f~!(y) abbilden: Fiir 7 (k,) ist ein Element von f~1(y),
besteht also aus 2 : A und p : f(z) =y, also kénnen wir festlegen

Dann ist f(g(y)) = f(z) =y, also g Rechtsinverse von f. Fiir  : A sei 2’ = g(f(x)). Es miissen = : A
und z’ : A beide in f~1(f(x)) liegen und da diese Faser kontrahierbar ist, gibt es eine Gleichheit q : x =
2" = g(f(x)). Genauer haben wir durch die Kontrahierbarkeit eine Gleichheit ¢' : (x,refl¢(,)) = (2, p')
in der Faser f~1(f(z)). Diese Gleichheit kénnen wir mit 71 : f~1(f(x)) — A abbilden, also ¢ = m(q')
setzen. g

Die Umkehrung dieser Aussage ist komplizierter zu zeigen und wir werden zunéchst zeigen, dass sich
Links- Rechtsinverse in eine sogenannte kohérente Inverse iiberstzen lassen. Kohérente Inverse g : B — A
einer Funktion f : A — B haben eine Kompatiblitdt zwischen den beiden Homotopien f o g ~ id und
go f ~id. Fiir eine Funktion f : A — B mit Inverser g : B — A besagt diese Kohéirenz, dass die beiden
Moglichkeiten eine Homotopie f o go f ~ f zu konstruieren punktweise gleich sind.

Definition 2.1.8
Seien A,B : Y und f : A — B. Eine Funktion g : B — A heiflt kohdrente Inverse von f, wenn es
Homotopien H : go f ~id und K : f o g ~ id gibt und

koh : [] f(Ha) = K
z:A

Wir schreiben Cohlnv(f) fir den Typ der kohdrenten Inversen von f.

Wir wollen direkt einsehen, dass wir von dieser Sorte Aquivalenz die Kontrahierbarkeit der Fasern
beweisen konnen:

Bemerkung 2.1.9
Seien A,B : Y und f : A — B. Wenn f eine kohérente Inverse hat, dann sind die Fasern von f
kontrahierbar.

Vor dem Beweis noch ein Hilfslemma, das wir auch sonst noch wiederverwenden kénnen:

Lemma 2.1.10
Seien A, B Typen, f: A — B und y: B. Fiir (z,q), (z/,¢') : f~(y) gibt es eine Funktion:

I[I f»ta=d— (.9 =0"4q)
px=az’
Beweis (von Lemma 2.1.10) Induktion tber p und > _. O

Beweis (von 2.1.9) Habe also f : A — B eine kohéirente Inverse, gebe esalso g : B — A, H : go f ~ id,
K : fog~idund koh : [[,., f(H;) = Ky). Wir miissen nun fiir jede Faser von f eine Kontraktion
angeben. Als Kontraktionszentrum fiir die Faser uber y : B wéihlen wir

ky = (9(y), Ky) - 7 (y)
Seien nun also (,q), (2,¢') : f~1(y). Damit haben wir auch ¢-¢’~! : f(z) = f(2’) und damit:
H;'.9(qg-¢ Y)-H,: 2 =2

Darauf wenden wir jetzt f an:
f(H; glg-d™Y)-Hy) = f(a) = f(2)
und berechnen mit Natiirlichkeit von Homotopien, der Kohérenz und den Gruppoidgesetzen:

fH g(qq™Y)-Hy) = f(HSY)-f(9(q-q'™ 1)) f(HS)
= f(H ") Kyy-a-q' " Ky -f(Hy)
= q.ql71

Mit dem Lemma haben wir also die gewiinschte Gleichheit. (]
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Bemerkung 2.1.11
Seien A, B : U und f : A — B habe eine beidseitige Inverse g : B — A. Dann ist g auch eine kohéirente
Inverse von f.

Beweis Seien g: B— Aund H : go f ~id, K : f o g ~ id. Setze fiir y : B:
— -1
K'(y) = Ko f (How))- Ky

und rechne nach dass fir = : A gilt: f(H,) = K}(m).

Theorem 2.1.12
Seien A, B : U und f : A — B, dann sind die folgenden Aquivalenzbegriffe logisch dquivalent:
(a) Alle Fasern von f sind kontrahierbar:

isEquiv(f) = H isContr(f~!(y))

y:B

(b) f hat eine Linksinverse und eine Rechtsinverse:

isEquiv(f) := LRInv = Z go f~idy | % < Z fohwid3>

g:B—A h:B—A

(¢) f hat eine kohérente Inverse:

isBquiv(f) = CohInv(f):== > Y Y [[f(H:) =K@

g:B—A H:gof~id K:fog~id x: A

Wir schreiben fiir alle drei Begriffe isEquiv(f), weil sich noch rausstellen wird, dass alle diese Typen
Aussagen sind und damit alle drei Typen dquivalent sind.

Beweis Die Bemerkungen dieses Abschnitts beweisen per Ringschluss die logische Aquivalenz. O

2.2 Univalenz

In diesem Abschnitt werden wir uns mit den Universen und ihren Gleichheitstypen beschéftigen. Eine
historisch wichtige Idee von Vladimir Voevodsky ist das Univalenzaziom, das die Gleichheitstypen im
Universum mit den Aquivalenzen von Typen identifiziert. Dieses Axiom werden wir kennenlernen und
Konsequenzen daraus ziehen. Davor wollen wir aber noch allgemeine Konsequenzen aus der Existenz von
Universen ziehen.

Mit Universen sind wir in der Lage Ungleichheit von Elementen eines Typs zu beweisen. Diese defi-
nieren wir zunéchst als Negation der Gleichheit:

Definition 2.2.1
Seien A : U und z,y : A. Dann ist x ungleich y, wenn

£y =(x=y—0).

Man beachte, dass es sich bei diesem Typ stets um eine Aussage handelt. Es sind also in = # y keine so
interessanten Dinge zu finden, wie im Gleichheitstyp und wir werden uns auch wenig mit Ungleichheiten
beschiftigen.

Bemerkung 2.2.2
Es gllt 12 7& 02.

Beweis Per Rekursion kénnen wir uns den folgenden abhéngigen Typen definieren:

B:2—-U
B(0g) =10
B(1ly) =1
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Um die Ungleichheit zu zeigen, diirfen wir p : 1 = 03 annehmen und miissen ein Element in () konstruieren.
Sei also p : 13 = 0. Damit haben wir auch eine Abbildung;:

trp(p) : B(12) — B(02)

Und wegen * : B(13) = 1 haben wir auch ein Element, das wir in diese Abbildung einsetzen koénnen. Es
ist also trp(p)(x) : B(0z) = 0. O

Dieser Trick ldsst sich auf alle Elemente induktiver Typen iibertragen, fir die wir “verschiedene” Werte
vorgeben konnen. Fiir einzelne natiirliche Zahlen etwa:

Bemerkung 2.2.3
Es gilt Oy # 1y = sucey(Oy)-

Beweis Sei

Sy

N—=>U
0
1

~—

B(0g
B(1y

~—

womit fiir p : Oy = 1y ein Element trp(p~1)(x) : 0 gegeben ist. O

Typischerweise interessiert man sich fiir eine vollstdndige Charakterisierung der Gleichheitstypen eines
Typs. Fiir die natiirlichen Zahlen wére das ein in n, k : N abhéngiger Typ B(n, k) sodass B(n, k) ~ (n =y
k). Das wird unser Ziel in Abschnitt 2.4 sein.

Ohne Weiteres konnen wir bereits fiir A, B : U; den Typ A =y, B der Gleichheiten zwischen A und
B formen. Dieser liegt allerdings im nichsthéheren Universum U;41, da wir in der Formierungsregel fiir
Gleichheitstypen “X ist ein Typ” durch “X : U;” ersetzen und dafiir nur “U; : U;4+1” in Frage kommt:

FFL{i:L{iH FFA,BUZ
Fl_A:L{iB:Z/{i+1

(=F)

Damit lasst sich zeigen, dass gleiche Typen dquivalent sind.

Bemerkung 2.2.4
Fir A, B : U gibt es eine Funktion

trig, : A=y B — (A~ B)
den Universentransport.
Beweis Seien A, B : U;. Dann gibt es einen abhéngigen Typ X : U; — U;+1 und damit
trig, =trx : A=y, B—+A~B
Nach Beispiel 2.1.6 sind Transporte immer Aquivalenzen. O

Es ist also moglich, aus einer Gleichheit von Typen eine Aquivalenz zu kontruieren. Die Umkehrung,
aus einer Aquivalenz auch eine Gleichheit konstruieren zu kénnen, nennt man das Univalenzaxiom.

Axiom 2.2.5 (Univalenzaxiom)
Von nun an nehmen wir an, dass das Univalenzaxiom gilt: Fiur A, B : U ist die Funktion

tridu IA:L{B—>A’:B
eine Aquivalenz ist. Die Inverse von triq,, bezeichnen wir mit ua:
wa:A~B—> A=y B
Wir nehmen an, dass das Univalenzaxiom fiir jedes Universum gilt.

Mit Univalenz ergibt sich, dass es tatsédchlich verschiedene Gleichheiten zwischen Elementen geben
kann. Um dafiir ein Beispiel zu bekommen, wollen wir zunichst einen Typ von Aquivalenzen weit genug
dafiir verstehen:
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Bemerkung 2.2.6
Es gilt 2 ~ (2 ~ 2) (mit Funktionsextensionalitét).

Beweis Zunichst geben wir der Aquivalenz, die die beiden Elemente von 2 vertauscht den Namen s:

s:2~2
5(0q) =1,
5(13) =04

Damit kénnen wir Elemente von 2 auf Aquivalenzen abbilden:
p:2—(2~2)
30(02) = 1d2
o(ly) =s
Fiir die Umkehrabbildung wéhlen wir:
Yi:(2~2)—>2
Y= fr f(02)

Es gilt per indy durch die Urteilsgleichheiten 1¢(02) = 02 und ¥¢(1z) = 12 bereits 1 o ¢ ~ id. Also ist
noch zu zeigen:

Oder nach auswerten von v und mit Funktionsextensionalitét:

TT T1#(f ) @) = f(a)

fi2~2 x:2

Aus Beispiel 1.4.2 wissen wir, dass:

t: ][z =02 U(x=1y)
x:2
womit wir die Fallunterscheidung “ f(0) ist 15 oder 05" umsetzen koénnen:

frwmtoy: [T T10(02) = 02) U (£(02) = 1)
f

1202 x:2

Die beiden Félle kénnen wir abarbeiten, indem wir Funktionen auf den einzelnen Faktoren, in unseren
Zieltyp angeben, wobei wir gleichzeitig mit inds eine Fallunterscheidung iiber  machen. Insgesamt miissen
wir also noch konstruieren:

Foo 0 f(02) = 02 = ¢(f(02))(02) = £(02)
For: f(02) = 02 = (f(02))(12) = f(12)
Fio: f(02) = 13 = ¢(f(02))(02) = f(02)
Fi1: f(02) = 13 = ¢(f(02))(12) = f(12)

Denn damit haben wir dann:

feindy(.. ., indu (.., Foo, Fio)(tf(oy), indu(- ., For, Fun)(tpop)) =[] [ (f(02)(@) = f(x)

fi2022 x:2

Die Funktionen Fyy und Fig kénnen mit Gruppoidgestzen konstruiert werden. Fiir die iibrigen miissen
wir verwenden, dass 02 # 1p. Etwa fiir Fp; nehmen wir also p : f(02) = 02 an und verwenden wieder die
Fallunterscheidung fiir die Gleichheit in 2:

(f(12) = 02) U (f(L2) = 12)

Es geht also wieder darum, zwei Funktionen zu konstruieren. Fiir f(12) = 12) geht das wieder mit den
iiblichen Methoden, fiir die andere Gleichheit, kdnnen wir zusammen mit p zeigen:

f(12) = f(02)
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und darauf die Inverse von f anwenden um 1, = 0y zu erhalten. Nun ist 0 # 15 eine Abbildung von
15 = 02 nach @. Da es von () eine Abbildung in jeden beliebigen Typ gibt, haben wir insgesamt auch eine
Abbildung von 15 = 03 in die zu zeigende Behauptung. Das beweist den Fall Fy; und Fjq ldsst sich analog
zeigen. (]

Beispiel 2.2.7
Mit 2 o~ (2 ~ 2) und per Univalenz gilt:

fi2~(2=42)

Also: f(02) # f(12).

Bemerkung 2.2.8
Seien A,B,C :U, f: A~ Bund g: B ~ C. Es gelten:
(a) ua(ida) = refly

(b) ua(f og) =nua(f)-ua(g)
(c) wa(f~!) =wua(f)~!
Beweis (a) Es gilt triq, (refly) = id4 und damit ua(ids) = ua(triq,, (refls)) = refl4.
(b) Seien p := ua(f) und ¢ = ua(g). Dann gilt trig, (p) = f und trig, (¢) = ¢ und damit:
ua(f o g) = ua(tria, (p) o tria, (¢)) = va(tria, (p-q)) = p-¢ = va(f)-ua(g)
(¢) Sei p == ua(f), dann gilt:
ua(f ") = ua(triq, (p) ') = valtria, (p~ 1)) =p~" = ua(f)~' O

Da wir nun wissen, dass Gleichheiten und Aquivalenzen dasselbe sind, kénnen wir auch die Gleich-
heitsinduktion auf Aquivalenzen iibertragen:

Lemma 2.2.9 (Aquivalenzinduktion)
Fir C: ][4 gy A~ B — U gibt es:

ind~ : (HC’(A,A,idA)> - I 1I ¢AB.5
AU

A,B:U f:A~B
Beweis Durch Gleichheitsinduktion ergibt sich:
ind_ : (H C(A, A, trig, (reﬂA))> - [ I ¢ B tra, ()
AU A,B:Up:A=yB O

Wir importieren die folgende Aussage (findet man im HoTT-Book am Ende von Kapitel 4):

Fakt 2.2.10
Univalenz impliziert Funktionsextensionalitéat.

Im néchsten Kapitel ergibt sich ein einfacher Beweis einer starkeren Version von Funktionsextensionalitét.
Wir verzichten daher im folgenden darauf, auf Verwendung von Funktionsextensionalitdt hinzuweisen.

2.3 Faserungen und Gleichheitssatze

Zunichst halten wir fest, dass abhédngige Summen und abhéngige Produkte mit dquivalenten Eingangs-
daten dquivalente Typen produzieren:

Bemerkung 2.3.1
Seien A : Y und B, B’ : A — U. Wenn B und B’ punktweise dquivalent sind, also gilt [],. , B(z) ~ B'(z),

dann gilt auch:
(Z B(x)) ~ (Z B'(m)) und (H B(x)) ~ (H B’(m))
z:A z:A z:A z:A
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Beweis Aus der punktweisen Aquivalenz [],., B(z) ~ B’(z) machen wir durch punktweises Anwenden
von ua eine punktweise Gleichheit [, , B(z) = B’(z) und daraus mit Funktionsextensionalitit eine
Gleichheit p : B = B’. Dann ist aber auch

(L) (H B<m>) _ (gB/<x>)

und damit ~— (ap([[,p)) : ([1,.4 B(z)) ~ (I],.4 B'(z)). Mit dem gleichen Argument kénnen wir die
entsprechende Aussage fiir abhidngige Summen zeigen. O

Mit Univalenz lasst sich auch die Gleichheit von abhéngigen Typen konkretisieren:

Bemerkung 2.3.2
Fiir A: U und B, B’ : A — U gibt es eine Aquivalenz:

(B=DB')~ (H B(zx) ~ B'(x))
T:A

Beweis Mit Univalenz, Bemerkung 2.3.1 und Funktionsextensionalitét:

(H B(z) ~ B’(@) ~ (H B(z) = B/(@) ~ (B=B
z:A z:A

O
Definition 2.3.3
Sei A:U und B, B’ : A — U zwei abhingige Typen.
(a) Eine faserweise Abbildung ist ein Term
f: 11 (B(z) = B'(x))
T A
(b) Fiir eine faserweise Abbildung gibt es eine induzierte Abbildung
e <ZB(I)> — (ZB’(@)
x:A z:A
gegeben durch > f(x,b,) = (z, fz(bz))-
Lemma 2.3.4
Seien A:U und B : A — U. Dann gilt
[I7" (@) = B(x)
z:A
Beweis Spiter. |

Mit Univalenz kénnen wir folgern, dass fiir jeden Typ A die abhéngigen Typen auf A dasselbe sind,
wie Funktionen nach A.

Theorem 2.3.5 (Objektklassifikation)
Sei A :U. Dann gilt:

<Z(B — A)) ~ (A =U)

B:U

Beweis Einen abhéngigen Typ B : A — U bilden wir auf die Funktion

Sl (ZB(]})) — A
z:A

ab. Und eine Funktion f: B — A bilden wir auf den abhéngigen Typ ihrer Fasern ab:

fiby = ((z: 4) = f'(2) A= U
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Nach Lemma 2.3.4 ist also bereits diese Konstruktion linksinvers zur vorangegangenen. Es ist also noch
zu zeigen, dass sich die Fasern einer Abbildung zur Doméne aufsummieren, bzw. dass fiir alle f : A — B
gilt:

y:B O

und f oe = m; gilt. Wir kdnnen mit Lemma 1.6.9 berechnen:

Lemma 2.3.6
Seien A: U, B,B': A—=Uund f:]], 4 B(z) = B'(z). Firalley : >, B'(x) gilt:

(O H7'w) = 1, (m)

Beweis Unser erstes Ziel ist es, Abbildungen in beide Richtungen durch Gleichheitsinduktion zu defi-
nieren. Sei dazu zunéchst:

x: ]I II II /o)

2354 B(@) y:30,.4 B/ () p:(X )(2)=y
gegeben durch X (z, (30 f)(2), refl(s y)(2)) = (m1(2),vefl  (ra(2))). Damit ist

e I (n7w) = £l mw)

YD pa B (2)
e(y, (z,p)) = X(2,y,p)
und mit der gleichen Vorgehensweise lisst sich
v II flyme) = (0 "'w)
Y:2 .4 B (@)
definieren und Homotopien, die zeigen dass ¢ und v zueinander invers sind. O

Lemma 2.3.7
Fiir f:[],.4 B(z) = B'(z) gilt: f ist genau dann faserweise Aquivalenz, wenn Y f Aquivalenz ist.

Beweis Nach Lemma 2.3.6 sind alle Fasern aller f, genau dann kontrahierbar, wenn die Fasern von Y f
kontrahierbar sind. ]

Theorem 2.3.8 (Fundamentaler Gleichheitssatz)
Seien A : Y und a : A. Fiir B : A — U und eine faserweise Abbildung f : [[,.,(a = ) — B(x) ist f
genau dann eine faserweise Aquivalenz, wenn

> Blx)
z:A

kontrahierbar ist.

Beweis Mit dem vorangegangenen Lemma wissen wir, dass f genau dann eine faserweise Aquivalenz ist,

=1 (5= (5)
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eine Aquivalenz ist. In Lemma 1.6.9 haben wir gesehen, dass der linke Typ kontrahierbar ist, also gilt:

(&)=

Wenn nun auch 1 ~ >, B(x) gilt, dann ist die Abbildung Y f bereits eine Aquivalenz, also auch f
eine faserweise Aquivalenz. O

Beispiel 2.3.9
Sei Eq, : 2 = 2 — U gegeben durch Rekursion in beiden Argumenten:

Eqy(02,02)
Eqy (02, 12)
Eq,(1 )
Eqy(12,12)

Y
=}
g

Mit Theorem 2.3.8 kénnen wir zeigen, dass

I @ =2v) ~ Eq(z,y)

x,y:2

indem wir fir jedes x : 2 zeigen, dass Zy:2 Eqy(z,y) kontrahierbar ist. Per 2-Induktion reicht es das fur

z = 0q, 12 zu zeigen. Fiir
Z Eq2(027 y)
y:2

withlen wir als Kontraktionszentrum (0, ). Nun miissen wir zeigen, dass jeder andere Punkt gleich diesem
Kontraktionszentrum ist, also mit > -Induktion:

H H (027 *) = (y7 6)

y:2 e:Eqy(02,y)

Mit Anwenden von 2-Induktion auf y reicht es also, die beiden Félle HezE%(OLOZ)(og,*) = (02,€) und
[1e.5q,(0,,15) (02, %) = (12, €) abzuhandeln. Im ersten Fall kann 1-Induktion angewandt werden und reflg, .
ist eine Losung. Im zweiten Fall ist -Induktion eine Losung.

Analog lésst sich zeigen, dass , , Eqy(12,9), was den Beweis beendet.

Es ist also insbesondere 2 ein 0-Typ bzw. eine Menge.
Wir wollen nun noch Lemma 2.3.4 beweisen. Dazu brauchen wir das folgende alternative Induktions-
prinzip fiir Gleichheit:

Lemma 2.3.10 (Pfadinduktion mit Basispunkt)
Seien A : U und x : A fest gewdhlt. Fiir einen abhéngigen Typen C' : Hy: 4T =y — U reicht es, ein

¢ : O(z,refl;) zu konstruieren, um eine abhéingige Funktion [, 4 [],.,—, C(y,p) zu erhalten.

Beweis Sei ¢: C(z,refl,). Dann gibt es den abhéngigen Typen

C = (z: Zx =y) — C(m1(2),m2(2))

y: A

Wir wissen, dass die Basis Ey: 4 @ = y kontrahierbar ist, also gibt es Gleichheiten ¢, , : (z,refl,) = (y,p),
fiir alle y : A und p : x = y und damit

tra(gqyp) : Clz,refly) — C(y, p)
Also
yer (o =y) > trelayy)©) : [ T[] Cw.p)

y: A pix=y O

Damit kénnen wir zeigen:
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Lemma 2.3.11
Seien A: U und B: A= U. Fur C: (3, 4, B(x)) = U gilt:

Yoo Cly | =>] ) b))

Y. 4 B(x) z:A b:B(z)
Beweis Aus Ubungsaufgabe 1 von Blatt 6 wissen wir, dass es einen Term gibt (mit D(z,p) = reﬂ(Lb)):
p: I 2=m).m()
z:ZI:A B(z)

Es gibt die beiden folgenden Kandidaten fiir zueinander inversen Abbildungen:

@ Z C(y) %ZZCmb

Yy ..a B(x) z:A b:B(z)

e((y, ) = (m(y), (m2(y), tre(py)(c)))
Z Z C((z,b)) | — Z C(y)

z:A b:B(z) YJ:ZT;A B(x)
¥((z, (b, ) = ((z,b),¢)

Damit gilt ¢ o 9 ~ id bereits punktweise urteilsméfig, es ist also noch zu zeigen, dass auch ¥ o p ~ id
gilt. Fary: >, B(x) und c: C(y) gilt:

Y(p(y,c)) = Y(m(y), (m2(y), tre(py)(c)))
= ((m1(y), m2(v)), tra(py) (c))

Letzteres ist allerdings mit » ,_ und p, gleich zu (y, ¢). |
Damit kénnen wir nun Lemma 2.3.4 beweisen:

Beweis (von Lemma 2.3.4) Seien A: U, B: A—U und z: A. Fir m; : ), B(xz) — A gilt:

o= Y my) =«

YD a4 B@)
:Z Z m((2',0))
z:A b:B(x')
I
z:Ab:B(x')
:Z Z B(x')
A pa’=x
~ B(z)

2.4 Gleichheit natiirlicher Zahlen
Definition 2.4.1
Eqy : N — N — U definieren wir durch doppelte Rekursion wie folgt:
Eqy(0n,0n) =1
Eqy(On, sucen(k)) :
Eqy(sucen(n), Oy) :
Eqy(sucen(n), sucen(k)) :

0
0
EqN(”? k)

Theorem 2.4.2 (Gleichheit natiirlicher Zahlen)
Die faserweise Abbildung

H n =10— Eqy(n,!)
n,l:N

gegeben durch refl,, — * ist eine faserweise Aquivalenz.
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Beweis Nach Theorem 2.3.8 reicht es zu zeigen, dass fiir jedes n : N der Typ
Z EqN(na l)
I:N

kontrahierbar ist. Als Kontraktionszentrum wahlen wir (n,*). Nach Induktion {iber n,! und Ausschluss
aller Félle mit leerer Doméne bleiben noch zu konstruieren:

H (07 6) = (07 *)
e:Eqy(0,0)

H (sucen(l), e) = (sucen(n), *)

e:Eqy(sucey(n),sucey(l))

Im ersten Fall lasst sich die Gleichheit stets durch die Kontrahierbarkeit von 1 konstruieren. Im zweiten
Fall diirfen wir die Induktionshypothese verwenden:

IH : H (I,e) = (n,*)
e:Eqy(n,l)

Um etwas damit anfangen zu kénnen, definieren wir uns folgenden Funktion:

f: <Z EqN(n7l)> — (Z EqN(msuch(l)))

n:N n:N

f((n,e)) =(n+1,e)
Damit gilt dann fiir e : Eqy(sucen(n), sucey(1)):
fHe) = (f((L€)) = f((n, %)) = ((sucen(l), €) = (sucen(n), *)) O
Bemerkung 2.4.3
N ist ein 0-Typ.

Beweis Wir wissen dass die Typen () und 1 Aussagen sind durch Beispiel 1.6.6 und Bemerkung 1.6.7.
Mit N-Induktion ist also Eqy(n, k) fiir alle n, k € N eine Aussage. Nach Definition ist ein Typ ein 0-Typ
oder eine Menge, wenn alle Gleichheitstypen Aussagen sind, also sind wir mit Theorem 2.4.2 fertig. O

2.5 Gleichheit algebraischer Strukturen

Wir wollen in diesem Abschnitt am Beispiel der Halbgruppen sehen, dass Gleichheiten zwischen algebrai-
schen Objekten genau den Isomorphismen entsprechen. Da es sich etwa beim Typ der Halbgruppen um
eine abhéngige Summe handeln wird und wir die Gleichheitstypen vollstdndig verstehen wollen, werden
wir zunéchst die Chrakterisierung von Gleichheitstypen in abhédngigen Summen abschliefien.

Lemma 2.5.1 (Gleichheit in abhingigen Summen)
Seien A: Y und B: A — U. Fiir a,a’ : Aund b: B(a),t : B(d') gilt:

((a,b) = (') = Y trp(p)(b) = V'

p:a=a’

Beweis Wir verwenden den Gleichheitssatz, Theorem 2.3.8. Sei dazu der abhéngige Typ Eqy-~ : >, aBx) —
(>°,.4 B(x)) = U gegeben durch ) -Induktion, also fiir a,a’ : A und b: B(a),b’ : B(a):

Eay((a,0), (@', 0) = Y trp(p)(b) =¥/

p:a=a’
und weiter 7 : [, s~ . B(a) Eqs~(z, ) gegeben durch:
r((a,b)) = (refl,, refly)

Damit gibt es eine durch Gleichheitsinduktion definierte Funktion

f+  JI z=v—Eax(zy)
25,0 Bla)
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Nach dem Gleichheitssatz reicht es nun also zu zeigen, dass fir x : )., B(a) der Typ
Y:3 a4 Bla) O
kontrahierbar ist. Es gilt fiir © = (a, b):

Z Eqs~((a, ), Z Z Eqs-((a,0), (a', V"))

Y244 Bla) a’:Ab:B(a’)

EZ Z Z trp(p)(b) =

a’:Ab:B(a’) p:a=a’

zz Z Z trp(p)(b) =V’

a’:Ap:a=a’ b’':B(a’)
~> 21
a’:Apa=a’
~1

Definition 2.5.2
Set ==Y 44, isSet(A)

Definition 2.5.3
Sei A :U. Der Typ der Halbgruppenstrukturen auf A ist gegeben durch:

HalbGrp(A) = Z H (z-y) z=x-(y-2)
A A—->Axy,ziA
Die Elemente H : ) , .. HalbGrp(A), heiflen Halbgruppen.

Definition 2.5.4
Ein Isomorphismus von Halbgruppen (H,str) — (H’,str’) ist eine Aquivalenz f : H — H’, sodass fiir
alle z,y : H gilt:

fla-y)=f(@)" fy)
wobei - die Multiplikation auf H und -’ die auf H' ist. Wir bezeichnen mit Isom((H,str), (H',str’)) den
Typ der Isomorphismen zwischen zwei Halbgruppen.

Theorem 2.5.5 (Gleichheit von Halbgruppen)
Seien (H,str), (H',str) : ) 4, HalbGrp(A). Es gilt:
((H,str) = (H',str)) =~ Isom((H,str), (H', str’))
Beweis Mit Lemma 2.5.1 folgt:
((H,str) = (H',str’) Z trHabGrp (P) (str) = str’
pH=H'

Das heifit, wir miissen nur noch kliren, dass diese Summe dquivalent zum Typ der Isomorphismen ist.
Dazu berechnen wir den Transport in HalbGrp. Sei also e : A ~ B und p := ua(e), dann erhalten wir eine
Aquivalenz

trgabGrp (p) : HalbGrp(A) — HalbGrp(B)

und wir kénnen durch Raten und anschlieBendem Bestatigen durch Gleichheitsinduktion berechnen, was
dieser Transport macht. Sei (_ -, -assoc) : HalbGrp(A). Wir raten zunéchst, dass die Multiplikation mit
e pra- und postkomponiert wird, die Multiplikation des Bildes also fiir x,y : B gegeben ist durch:

z'y=eleHz) e (y))
Als Assoziativitatszeugen -‘assoc nehmen wir die Ergebnisgleichheit der folgenden Rechnung:
(x'y) " z=elee(e™(2) - e (y)) - 7' (2))
— e((e™M(a) !
(@) - (!
(e _
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Die Abbildung e ist damit ein Isomorphismus. Nun kénnen wir fiir diese Konstruktion sehen:

!

traamcrp(ua(id))((_ -, -assoc)) = (", assoc) O

3 Homotopietheorie

3.1 Hohere Induktive Typen

Hohere induktive Typen haben neben Konstruktoren der Bauart, die wir bereits von den Induktiven
Typen kennen, sogenannte héhere Konstruktoren, deren Werte in Gleichheitstypen des hoheren induktiven
Typs liegen. Spater werden wir auch hohere induktive Typen mit hoheren Konstruktoren, die in iterierten
Gleichheitstypen liegen, sehen. Zunéchst wird der Typ S zentral sein. Dieser hat wie der Typ 1 einen
Punkt-Konstruktor * : S und zusétzlich einen héheren Konstruktor [ : x =g1 *.

Eine Rekursionsregel ist leicht formuliert: Um eine Funktion f : S' — A zu definieren, muss man
fGx) : Aund f(l) : f(x) =a f(x) vorgeben. Das Induktionsprinzip ist etwas unhandlicher und wir
wollen zunéchst ein paar Definition machen, die uns die Formulierung erleichtern und schliefflich nach
der Einfiihrung der neuen Regeln das Rekursionsprinzip aus dem Induktionsprinzip folgern.

In Lemma 2.5.1 haben wir festgestellt, dass ein Teil einer Gleichheit in einer abhingigen Summe von
der Form

trp(p)(b) = ¥
ist. Das werden wir jetzt als allgemeine Definition von Gleichheiten in abhéngigen Typen verwenden.

Definition 3.1.1 (Abhingige Gleichheit)
Seien A : U, und B : A — U. Seien weiter x,y : A, b: B(z) und b’ : B(y).
(a) Seip:ax =4 y. Ein abhdngier Pfad oder eine abhingige Gleichheit zwischen b und V' ist ein Element
des Typs

(b=] V) = (trp(p)(b) = V)

(b) Sei s :[],.4 B(z) eine abhéngige Funktion. Die folgende Funktion ist die Anwendung eine abhén-
gigen Funktion auf eine Gleichheit:

apd(s) : H s(x) :f s(y)
pir=AY
und festgelegt durch apd(s, refl,) := refl,. Wir schreiben auch s(p) fiir apd(s, p).

Damit kénnen wir die folgenden Regeln fiir den induktiven Einheitskreis leichter formulieren. Zunéchst
wollen wir noch die abhéngige Variante mit der bekannten Anwendung von Funktionen auf Gleichheiten
vergleichen:

Bemerkung 3.1.2
Seien A, B : U. Dann gilt:
(a) Fir x,y: A, p: 2z =4 y und alle b: B erhalten wir eine abhéingige Gleichheit

teconstyp : tr p(p)(b) =b
durch Induktion {iber p und tconstyef, » = refly.
(b) Fiir f: A— Bund p:x =4y gilt apd(f,p) = tconst,, ¢.)-ap(f,p).
Beweis (a) Bereits erledigt.
(b) Induktion tber p. O

Anders als bei den Konstruktoren induktiver Typen, werden wir bei hoheren Konstruktoren keine
urteilsméafige Gleichheit fiir Berechnungen fordern, sondern nur Gleichheit.

Regeln 3.1.3
Es gibt einen Typ S! : U den wir den (hdheren induktiven) Kreis nennen. S! ist der hohere induktive
Typ mit den Konstruktoren:

x: St

l:%x=g1 %
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Das heift fiir jeden abhiéngigen Typ B : S* — U reicht es b : B(x) und b; : b =P b vorzugeben, um eine
abhéngige Funktion s : [],.q B(«) zu definieren. Es gibt also eine Funktion:

indg: : H H ((b =5p) - H B(x))
B:ST—U b:B(*) z:S1
die Kreisinduktion. Es gelten folgende Berechnungsregeln:

indsl(B,b, bl)(*) =b
apd(indsl (B, b, bl), l) = indsl (B, b, bl)(l) = bl

Wir werden abhéngige Funktionen s : [[,.¢1 B(x) auch durch Fallunterscheidung wie folgt angeben:

s(*)
s(l) -

b
bi
Bemerkung 3.1.4

Wie bereits bei den induktiven Typen, werden wir auch hier darauf verzichten, ein allgemeines Schema
anzugeben. Unter Homotopietypentheorie versteht man eine Typentheorie wie soweit eingefiihrt, in der

jeder sinnvolle hohere induktive Typ existiert. Wir werden lediglich Beispiele von sinnvollen héheren
induktiven Typen kennenlernen.

Wir wollen zunichst das Rekursionprinzip fiir den Kreis herleiten.

Bemerkung 3.1.5
Fiir A: U, a: Aund a; : a =4 a gibt es stets eine Funktion recg: (4, a,a;) : S — A mit

recsi (A, a,a;)(x) = a

recg: (Aa a, al)(l) = q
Beweis Wir verwenden Kreisinduktion fiir den konstanten abhingigen Typ _ + A : S — U. Es gibt
eine Aquivalenz

(a=1a)~(a=4a)
durch Linkskonkatenation mit tconstl_;. Wir verwenden die Inverse, um aus a; : a =4 a die Gleichheit
tconst; 4-a; : @ =; a zu produzieren. Damit gilt fiir

recs: (A, a,a;) = indg:1(_— A, a,tconst; q-a;)

nach bemerkung 3.1.2:

ap(recg: (A4, a,a;),1) = ap(indg: (_ — A, a, tconst; q-a;),1)
= tconstl_)al-apd(indsl (_+— A, a,tconst q-ar),l)
= tconstlf; -teonsty -ay
= al
Nach Definition gilt aufilerdem recgi (A, a, a;)(x) = a. O

Bevor wir den Kreis weiter kennenlernen, betrachten wir noch einen weiteren, sehr &hnlichen héheren
induktiven Typ.

Regeln 3.1.6
Es gibt einen Typ I : U, das Intervall mit den folgenden Konstruktoren:

0]2[
1[2[

S:O[:[].[

Daraus ergibt sich das folgende Induktionsprinzip, die Intervallinduktion:

ind; : H H H by =2 bl_>HB($>

B:I—U by:B(07) b1:B(11) x:I
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mit Berechnungsregeln:
iIld[(B, bg, bl, bs)(O])
ind[(B, bo, bl, bs)(lj)
apd(indI(B, bo, bl, bs), S) = indI(B, bo, bl, bs)(S)

Il
St o o
=

Bemerkung 3.1.7
Das Intervall I ist kontrahierbar.

Beweis Als Kontraktionszentrum wéhlen wir 0;. Nun wollen wir zeigen:
H 0] =T
x:I

Mit Intervallinduktion reicht es dafiir festzustellen, dass refl : 0y = 07y und s : 0; = 1; gelten und zu
zeigen:
refl =; s

oder anders formuliert: tro,— (s)(refl) = s. Das haben wir aber bereits allgemein geklart in Lem-
ma 1.4.14. (]

Trotzdem koénnen wir mit dem Intervall etwas neues zeigen. Davor brauchen wir noch das Rekursi-
onsprinzip.

Lemma 3.1.8 (Intervallrekursion und ihre Eindeutigkeit)
Sei A:U.
(a) Fir a,a’ : Aund as : a =4 o gibt es

recr(A,a,a'jas): [ — A
mit recy (4, a,a’,a5)(0r) = a, reci (A, a,a’,a5)(17) = a’ und recy (4, a,d’,as)(s) = as.

(b) Fir f: 1 — A gilt:
f= YeC[(A, f(OI)vf(lf)vf(S))

Beweis (a) Wie bei der Kreisrekursion.

(b) Wegen Funktionsextensionalitit gentigt es, [[,.; f(z) = rec;(A, f(0r), f(11), f(s))(x) zu zeigen.
Dazu verwenden wir I-Induktion:

o refly,y @ f(Or) =recr(A, f(01), f(11), f(5))(0r)

son
o reflpy) : f(1r) =recr(A, f(1r), f(11), f(s))(11)
Cran
+ Es verbleibt also, refly g, =)= reflf(1,) zu zeigen. Dabei ist
(vefl (o) == reflp () 2 (f(s)! -refly (o) - recr (A, f(0), f(1), f(s))(s) = refly)).
@)
Damit beweist refl,qq ) die Aussage. O

Zunichst erweitern wir die Definition von Homotopien auf abhéngige Typen:

Definition 3.1.9
Seien A: U, B: A—U und f,g:[],.4 B(z). Eine abhingige Homotopie von f nach g ist ein Term von

frg=]]f@) = g@)
T:A

Weiter verwenden wir in diesem Abschnitt die Funktion

hap:=(p: f=g) = (z: A) = ap(f e f(o),p): f=9g—f~yg
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Theorem 3.1.10 (Abhéngige Funktionsextensionalitit)
Seien A : U und B : A — U. Dann gilt fiir abhéngige Funktionen f, g : [],., B(2):

(a)

(b)

Es gibt eine Funktion ¢ : f ~ g — f = g und es gilt hap(¢(H)) = H fiir jede abhéngige Homotopie
H:f~g.
Die Funktion
hap: f=g—=f~yg
ist eine Aquivalenz.

Beweis (a) Zunéchst konstruieren wir fir H : [, , f(z) = g(z) eine Gleichheit py : f =¢g. Firz: A

kénnen wir die Gleichheit f(z) = g(x) durch eine Abbildung I — B(z) ersetzen und damit H durch
die Abbildung

H = (z: A) v recs(B(x), f(z), g(x), Hy) : [ [T — B(x)
z:A

Nun vertauschen wir A und I:

H:=(i:1)~ (v: A)w H@)(i): T — [[ B(2)
z:A

Und damit haben wir py = H(s) : f = g.
Nun kénnen wir durch kommutieren von ap und o sehen, dass gilt:

hap(p(H)) = (z: A) = ap(f = f(z),¢(H))

= (x:

A) = ap(f = f(x),ap((i: 1) — (y: A) = H(y)(i),s))
=(@:A)—ap((i:I)— fl(x)(z),s)
A)

=(z:A)— H,

Nun kénnen wir den Gleichheitssatz verwenden, wenn wir es schaffen zu zeigen, dass

Y f~y
Q:Hm:A B(z)

kontrahierbar ist. Dazu berechnen wir erstmal mit Gleichheitsinduktion iiber p : ¢ = ¢/, dass fiir
den entsprechenden Transport und eine Homotopie H : f ~ g gilt:

trgs frg (P)(H) = (2 : A) = Hy-hap(p)a

Sei (f, x + refly(,)) unser Kontraktionszentrum. Dann ist fiir jedes weitere (g, H) : ZQ:HWA By ™~
g durch die Konstruktion am Anfang des Beweises eine Gleichheit py : f = g gegeben. Um zu zeigen,
dass (f,z +— refly,)) = (9, H) gilt, miissen wir nach der Charakterisierung in Lemma 2.5.1 also nur
noch zeigen:

trgs prog (PE ) (2 > Teflp () = H
Linke und rechte Seite dieser Gleichung sind abhéngige Funktionen des Typs [],. 4 f(z) = g(z), also
konnen wir die Konstruktion “py” anwenden, um die benétigte Gleichheit aus einer Punktweisen
Gleichheit, also aus

trges frg (P ) (@ 1 veflp(0)) ~ H
zu folgern. Diese gilt aber bereits nach der Berechnung des Transports und (a). |

Nachdem wir nun die vermutlich einfachsten nicht-trivialen hoheren induktiven Typen (HIT) kennen
gelernt haben, wollen wir uns zum Abschluss des Abschnitts noch einem etwas komplizierteren HIT
widmen, dem sogenannten Mengenquotient.

Regeln 3.1.11
Seien A : Y und R: A - A — U. Dann ist A/R : U der hohere induktive Typ mit den folgenden
Konstruktoren:

[]:A— A/R
eq/ : H R(z,y) = [z] =a/r [¥]

z,y:A

set/ : H H p=gq

z,y:A/RP,q:x=y

Der Typ A/R heifit Mengenquotient.
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Bemerkung 3.1.12
A/R ist stets eine Menge. Und es gibt folgendes Rekursionsprinzip: Fiir jede Menge B, Funktion f : A —
B und Nachweis, dass die Relation respektiert wird, also einen Term in

T H R(z,y) = f(z) =p f(y)

z,y:A

gibt es eine Funktion
recq/r(B, f,r): A/R = B

Analog gibt es ein vereinfachtes Induktionsprinzip. Fiir jede Aussage P : A/R — U (also P(z) Aussage
fiir jedes « : A/R) reicht es P([a]) fiir alle a : A zu zeigen, um [[,. 4, P(z) zu zeigen.

Beweis Auf die Fille fiir die hoheren Konstruktoren kann jeweils verzichtet werden, da die entpsrechen-
den Gleichheiten in Mengen bzw. Aussagen stets existieren. O

Wir werden nun die Konstruktion von Z als Quotient der Menge der Paare in N x N mithilfe von
Mengenquotienten nachbauen. Die Paare (n,k) : N x N darf man sich als Differenz “n — k” vorstellen,
was auch die folgende Relation erklért.

Definition 3.1.13
Sei fir (n, k), (n', k') : N x N:
(nk) ~z (n', k') =n+k =yn' +k

Die Ganzen Zahlen sind wie folgt als Mengenquotient gegeben:
Z =NxN/~y

Definition 3.1.14
Die Funktion succy : Z — Z sei durch Rekursion gegeben durch:

s(n, k) == (sucen(n), k)

und den Nachweis der Wohldefiniertheit: Sei (n,k) ~z (n/, k'), dann gilt n + k' = n’ + k, also auch
sucen(n+k’) = sucen(n’ + k). Letzteres ist nach der Definition der Addition sucey(n)+k" = sucen(n') +k,
also gilt s(n, k) ~z s(n’, k’).

3.2 n-Typen

In Definition 1.6.5 hatten wir bereits kontrahierbare Typen, Aussagen und Mengen definiert. Die Mengen
haben den alternativen Namen 0-Typen und zu Aussagen, kann man auch —1-Typen und zu kontrahierba-
ren Typen —2-Typen sagen. Wir werden in diesem Abschnitt n-Typen definieren, firn = —2,—-1,0,1,....
Dazu sei zunachst:

Definition 3.2.1
Es sei N_s der induktive Typ mit Konstruktoren —2 : N_s und succy_, : N_g — N_o. Fiir sucey_,(n)
schreiben wir n + 1. Die Elemente von N_5 nennen wir auch Abschneidungslevel.

Damit kénnen wir n-Typen fiir jeden Abschneidungslevel n definieren:

Definition 3.2.2
(a) Fir jeden Typ A sei der Typ is-n-type wie folgt per Rekursion tiber n : N_o definiert:

is-(—2)-type(A) := isContr(A)
is-(n + 1)-type(A) = H is-n-type(z =4 y)
z,y: A

(b) Der Typ der n-Typen ist fir n : N_o:

n—Type = Z is-n-type(A)
AU

Diesen Typ gibt es also fiir jeden Universenlevel.
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Lemma 3.2.3
Sind Typen A, B : U dquivalent und ist A ein n-Typ, dann ist auch B ein n-Typ.

Beweis Univalenz. O

Lemma 3.2.4
Sei A:U und B : A — U so, dass B(x) fiir jedes = : A ein n-Typ ist. Dann ist [],. , B(x) ein n-Typ.

Beweis Wir beweisen zundchst den Fall n = —2. Seien also die B(z) kontrahierbar. Dann gibt es eine
abhéngige Funktion z : [[,. , B(z), die jedes x : A auf das Kontraktionszentrum von B(z) abbildet. Es
reicht also zu zeigen, dass [],., B(x) eine Aussage ist. Seien dazu f,g : [[,.4 B(x). Wir wollen f =g
zeigen. Mit abhédngiger Funktionsextensionalitit reicht es zu zeigen, dass f ~ ¢ gilt. Wir wissen aber,
dass fiir jedes z : A bereits f(z) = g(x) gilt, da B(z) eine Aussage ist.

Wir zeigen nun die eigentliche Aussage per Induktion iiber den Abschneidungslevel. Seien nun also
die B(x) n+ 1-Typen. Fiir f,g: [[,.4 B(z) gilt f =g~ f ~g=][l,.a f(%) =p() 9(). Letzteres ist ein
Gleichheitstyp in einem n + 1-Typ, also ein n-Typ. Damit kénnen wir die Induktionshypothese anwenden
und sehen, dass auch f = g ein n-Typ sein muss und damit dass [],., B(x) ein n + 1-Typ ist. O

Lemma 3.2.5
Sei A : U. Fiir jedes n : N_ gilt isProp(is-n-type(A)).

Beweis Induktion iiber den Abschneidungslevel. Wir zeigen also zunéchst: isProp(isContr(A)). Seien
also

(a,H),(a',H') : isContr(A4) = Z Hm =y

z:A y: A

Mit Lemma 2.5.1 miissen wir also zeigen:
Z trxHHy:A r=y (p) (H) =0

p:a=a’

wobei der Transport die Linkskonkatenation mit p~—*

—1
HH@, H,=H,
y: A

ist. Wir wahlen p := H,/. Dann ist noch zu zeigen:

Das lasst sich etwas iiberraschend auf dem Umweg tiber die Verallgemeinerung

1] 2.4 B, =4

qz=y

mit Gleichheitsinduktion zeigen. Damit ist also isContr(A) eine Aussage.
Jetzt nehmen wir also an, dass is-n-type(A) eine Aussage ist und zeigen, dass is-(n + 1)-type(A) eine
Aussage ist. Nach Definition gilt

is-(n + 1)-type(4) = H is-n-type(x =4 y)
z,y:A

Fiir festes x : A ist also mit Lemma 3.2.4 der Typ Hy: 4 is-n-type(z =4 y) eine Aussage. Mit erneutem
Anwenden von Lemma 3.2.4, ist also auch [],. , Hy:A is-n-type(x =4 y) eine Aussage. O

Damit koénnen wir sofort einsehen:

Korollar 3.2.6
Seien A, B : Y und f: A — B. Die folgende Definition von isEquiv(f) ist eine Aussage:

[ isContr(f~" (v))

y:B

Beweis Zunichst wissen wir durch Lemma 3.2.5, dass isContr(f~!(y)) fiir jedes y : B eine Aussage ist.
Mit Lemma 3.2.4 wissen wir aulerdem, dass das abhéngige Produkt iiber Aussagen wieder eine Aussage
ist. (]
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Wir haben in Lemma 3.2.4 bereits gesehen, dass die Gesamtheit der n-Typen fiir festes n unter
abhingigen Produkten abgeschlossen ist. Nun werden wir sehen, dass Ahnliches fiir den Grofteil der
Konstruktionen gilt, die wir soweit kennen.

Bemerkung 3.2.7
(a) Jeder n-Typ ist auch ein (n + 1)-Typ.

(b) Wenn A ein n-Typ ist, dann sind auch alle Gleichheitstypen x =4 y fir x,y : A wieder n-Typen.

Beweis (a) Sei zundchst n = —2, also A kontrahierbar mit Zeugen (z, H) : isContr(A). Fir z,y :
A wihlen wir H;'.H, : © =4 y als Kontraktionszentrum. Per Gleichheitsinduktion gibt es fiir
beliebiges p : * = y eine Gleichheit H; . H, = p.

Fiir den Induktionsschritt sei nun A ein (n + 1)-Typ. Damit sind alle © =4 y n-Typen. Nach
Induktionshypothese ist « = y also auch ein (n + 1)-Typ und damit A ein (n 4 2)-Typ.

(b) Fiir n = —2 haben wir das bereits in (a) nachgerechnet. Nach Definition ist fiir einen n + 1-Typ A
jeder Gleichheitstyp ein n-Typ, also nach (a) auch ein n + 1-Typ. |

Wenn man bedenkt, dass es fiir jeden Typ A eine Aquivalenz A ~ Y 1 gibt, wird klar, dass fiir
abhingige Summen kein direktes Analogon zu Lemma 3.2.4 gelten kann. Weiter wére das seltsam, weil der
Spezialfall von Produkten symmetrisch ist. Es liegt also Nahe, fiir abhdngige Summen auch Bedingungen
an die Basis zu stellen, um den Abschneidungslevel zu erhalten:

Lemma 3.2.8
Seien A: Y und B : A — U. Wenn A ein n-Typ und B(z) fir jedes « : A ein n-Typ ist, dann ist auch die
abhéngige Summe ), B(x) ein n-Typ.

Beweis Sei n = —2, also A kontrahierbar und fiir jedes x : A B(z) kontrahierbar. Wir wéhlen (z,b) :
> .4 B(z) als Kontraktionszentrum, fiir ein Kontraktionszentrum z : A von A und b : B(z) von B(z).
Seien 2’ : A und b’ : B(2'). Es gilt:

(2,0) = (/,0) = Y wp(p)() =/

pz=z'

Die beiden Gleichheiten auf der rechten Seite gibt es jeweils wegen Kontrahierbarkeit.
Seien nun A und jedes B(x) ein (n+ 1)-Typ. Dann ist ohne Einschrankung zu zeigen, dass fir z,y : A
und b : B(z), b’ : B(y) der Typ

(z,b) = (y,0) = > trp(p)(b) =¥/
pir=y
ein n-Typ ist. Die rechte Seite ist aber eine abhédngige Summe von n-Typen, also nach Induktionshypothese
ein n-Typ. |
Bemerkung 3.2.9
Sei n > 0. Koprodukte von n-Typen sind n-Typen.

Beweis Seien A, B : Y und (n+1) > —1 ein Abschneidungslevel. Wir zeigen, dass AU B ein (n+ 1)-Typ
ist, indem wir zeigen, dass alle Gleichheitstypen von A LI B n-Typen sind. Nach Ubungsaufgabe 3 von
Blatt 7, ist der Gleichheitsyp des Koprodukts A Ll B faserweise dquivalent zu:

Eqy(u(a),u(d’)) = (a=aa’)
Eq,(u1(a), 2(b)) =0
Eqy,(e2(b),t1(a)) =0

Der Typ 0 ist eine Aussage. Da n > —1 ist, ist also ) mit Bemerkung 3.2.7 auch ein n-Typ. Die Typen
a = a' und b = b’ sind auch jeweils n-Typen, also sind alle Gleichheitstypen von A LI B n-Typen. (]

Bemerkung 3.2.10
(a) Seien A, B : Y und f : A — B. Die Fasern von ap(f, ) :x =y — f(z) = f(y) sind genau dann
n-Typen, wenn jede Faser von f ein (n + 1)-Typ ist.
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(b) Untertypen von n-Typen sind n-Typen.

Beweis (a) Die Aussage folgt, wenn die Gleichheitstypen jeder Faser von f dquivalent zu Fasern von
ap(f, ) sind und umgekehrt. Seien also y : B und (x,p), (z’,p’) : f~1(y), dann gilt:

(x,p) = (@,p)) = D trpy=y(0)(p) = ¢/

qz=xz'

~ Y fl@p=p
q:x=x’

~ > flo=p""p
qrx=z’

12

ap(f,_) ' (P "p)

Und fir p: f(x) = f(y) gilt:

ap(f, )"'(p) > fl)=p

=y
~ Y flg) 7 p =refly)
qy=z

~ ((y:p) =f-1(f(x)) (T:1eflp()))
(b) Das folgt aus (a) fiir n = —1 und Ubungsaufgabe 4 von Blatt 9. O

Es ist nicht der Fall, dass das Universum der n-Typen, also der Typ

n-Type = Z is-n-type(A)
AU
wieder ein n-Typ ist. Ein Gegenbeispiel ist durch (2 = 2) ~ 2 gegeben: 2 ist ein 0-Typ, aber es gibt zwei
verschiedene Gleichheiten zwischen 2 und 2 im Typ 0-Type. Letzterer konnte also bestenfalls noch ein
1-Typ sein. Das ist tatsachlich so:

Bemerkung 3.2.11
Der Typ der n-Typen ist ein (n + 1)-Typ.

Beweis Fiir n = —2, sind alle Typen &quivalent zu 1 und (1 = 1) ~ 1 ist ein (-2)-Typ, also auch ein
(-1)-Typ.

Seien nun A, B : U zwei (n+1)-Typen. Wir wollen zeigen, dass im Typ der (n+1)-Typen also fur
Paare (4,X),(B,Y) : (n+ 1)-Type gilt, dass (A4, X) = (B,Y) ein n-Typ ist. Da X, Y nur Elemente von
Aussagen sind gilt:

(A, X) =(nt1)-Type (B,Y)) ~ (A =y B) ~ (A~ B)

Letzteres ist ein Untertyp von A — B, was nach Lemma 3.2.4 ein n-Typ ist. |

3.3 Uberlagerungen und (S!)

Bevor wir uns dem eigentlichen Thema zuwenden, brauchen wir noch eine Variante der ganzen Zahlen mit
einem Rekursionsprinzip, das uns auch Abbildungen in nicht notwendigerweise 0-abgeschnittene Typen
erlaubt.

Regeln 3.3.1
Zunichst sei Ny : U der induktive Typ mit Konstruktoren 1y, : Ny und succy, : Ny — Nj. Nun sei Z/ : U
der induktive Typ mit Konstruktoren:

0y : 2/
pos: Ny — 7’
neg: N; — 7/
Wir nennen den Typ Z’ die (induktiven) ganzen Zahlen und werden auch spéter auf den Strich verzichten

und einfach Z schreiben. Als Induktionsprinzip ergibt sich also, dass wir Konstruktionen fiir die positiven
Zahlen, die negativen Zahlen und die 0 ausfithren miissen.
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Bemerkung 3.3.2
Die Typen N; und Z’ sind Mengen.

Beweis Nach Theorem 2.4.2 ist der Typ N eine Menge und dieser ist dquivalent zu N;. Fiir Z’ fithren
wir einen Beweis mit der {iblichen Methode. Sei dazu Eqy, : Z' — Z' — U gegeben durch:
Edqz (0z/,0z/) =1
Eqg (pos(n), pos(k)) :
Eqy (neg(n),neg(k)) =n =y, k
iibrige Fille =0

n =N, k

Den Reflexivitétsterm rz : [[,.,, Eqz (z,x) konnen wir definieren als *, im Fall 2 = 0 und als refl,, in
den Fillen « = pos(n) und = neg(n). Nun ist etwa fiir x = pos(n) zu zeigen, dass

S Edqy (pos(n), )
x:Z'

kontrahierbar ist. Per Induktion iiber z ist das nur noch fiir z = pos(k) zu zeigen, da in allen anderen
Féllen nur etwas fiir alle Elemente des leeren Typs zu zeigen ist. Im Fall x = pos(k) miissen wir allerdings
nur zeigen, dass ein Element (k,p) : ;. 7 = k gleich (n,refl) ist - das kénnen wir mit Lemma 1.6.9
zeigen. O

Bemerkung 3.3.3
Es gilt Z ~ Z’. Wir schreiben daher ab jetzt Z fiir beide.
Beweis Ubungsaufgabe. d

Nun kénnen wir uns den Uberlagerungen zuwenden. Speziell werden wir mit der universellen Uberla-
gerung des Kreises beginnen. In der Topologie wird diese als Kopie der reellen Gerade R konstruiert, die
als Helix iiber dem topologischen Kreis S' = {(z,y) € R?|z? +y? = 1} liegt. Als konkrete Projektion von
R auf S! kann etwa

(t: R) — (cos(2mt), sin(27t))

gewahlt werden. Unser folgender abstrakter Nachbau dieser Situation handelt zwar nur von den Ho-
motopietypen der beteiligten topologischen Rédume, ist aber trotzdem iiberraschend &hnlich. So werden
etwa die Fasern der abstrakten Projektion ebenfalls Z sein. Tatsédchlich werden wir sogar genau damit
beginnen.

Unser Ziel wird zunéchst sein, zu beweisen, dass der Gleichheitstyp * =g1 * dquivalent zu Z ist. Dazu
geben wir diesen spezielleren Gleichheitstypen noch ihren iiblichen Namen.

Definition 3.3.4
(a) Ein punktierter Typ ist ein Paar (A,a) : > 4., A. Wir werden oft von punktierten Typen A : U
sprechen und implizit den Punkt mit * : A bezeichnen.

(b) Der Schleifenraum eines punktierten Typs (A, x) ist der Typ Q(A, *) = (x =4 *).

Definition 3.3.5 _
Die universelle Uberlagerung von S' ist der abhingige Typ S! : S' — U gegeben durch

S1 = recg: (U, Z, ua(succy))
Es gilt also S1(x) = Z und ap(S',1) = ua(succz).

Die letztere Gleichheit ldsst sich etwas greifbarer machen und entspricht im topologischen Fall der
Monodromieaktion eines Erzeugers der Fundamentalgruppe.

Bemerkung 3.3.6
Es gilt trg, (I) =2z succz.

Beweis Allgemein gilt fiir einen abhéangigen Typ B : A — U:

II I va(trs() =ap(B,p)

z,y: A p:x=y

was sich per Induktion iiber p beweisen ldsst, da ua(idp(,)) = reflg(y) gilt. Damit gilt also
ua(trg (1)) = ap(S1,1) = ua(succy)

womit die Behauptung folgt, weil ua eine Aquivalenz ist. O
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Das bedeutet, dass wir den Transport in S1 benutzen kénnen, um Gleichheiten der Form x =g1 x,
also Elemente des Schleifenraums Q(S?, *), mit | zu vergleichen. Da [ einmal den Kreis durchliuft, kann
man mit der folgenden Definition messen, wie oft eine Gleichheit in Q(S?, *) den Kreis S durchliuft.

Definition 3.3.7
Die Windungszahl einer Gleichheit in (S*, %) ist der Wert unter der Abbildung
w: QS ) = Z
w(p) = trg: (p)(0)
Die Windungszahl wird sich spéiter als Aquivalenz herausstellen und hat die Eigenschaften eines
Gruppenhomomorphismus. Wir zeigen das zunéchst nur fiir Addition mit 1.
Bemerkung 3.3.8
Fiir alle p : Q(S1, %) gilt w(p-1) = succz(w(p)).

Beweis Das ist durch die Vertraglichkeit von Konkatenation und Komposition von Transporten gegeben:

w(p-l) = trg (p-1)(0)

= (tra (1) otrg (p))(0)
sucez(trg (p)(0))
= sucecz(w(p))

Wenn die Windungszahl eine Aquivalenz ist, bedeutet das, dass jedes p : Q(S*, ¥) von der Form [* fiir
k : 7 ist. Also sollte die Inverse von w durch wiederholte Konkatenation von [ : Q(S*, ) gegeben sein.

Definition 3.3.9
Die Potenzfunktion 1) : Z — Q(S*, ) ist Z'- und Nj-rekursiv gegeben durch

10 := refl,
pos) .=
pos(n+1) .— qpos(n) ;
ree() .= =1

lncg(nJrl) = lncg(n).lfl

Anstatt direkt zu zeigen, dass () und w zueinander invers sind, werden wir eine faserweise Aquivalenz

der Form )
H * =g r— Sl(x)
x:S1
konstruieren.
Lemma 3.3.10
Es gibt eine faserweise Abbildung
W H*:51$—>S~1(x)
x:S1
mit:

W) =w:x=%—>12Z

Beweis Um einzusehen, dass W durch S'-Induktion definiert werden kann, miissen wir berechnen, wie
die Abbildung w entlang von [ : * = * transportiert wird. Dazu iiberlegen wir zunéchst, was der Transport
in einer abstrakteren Situation wére, ndmlich in einem abhéngigen Typ der Form:

(x: A)— B(x) = C(z)

fiir zwei abhéngige Typen B : A — U und C : A — U. Die naheliegende Vermutung ist, dass wir mit
den Transporten in B und C pri- und postkomponieren miissen. Es kann mit Induktion tiber p geklart
werden, dass gilt:

Er (41 4)s B (o) C () (P) (f) = tre(p) o fotrp(p™")
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Den Transport in & — * = x kennen wir, das ist Rechtskonkatenation. Damit die induktive Definition

von W wie behauptet funktioniert, miissen wir also verifizieren, dass gilt:
trg (l)owo tro— (I7Y) =w
Das lasst sich wie folgt punktweise fiir p : * = * berechnen:
trg (l)owo tr.— (I7Y)(p) = tra () o w(p-1~h)
— trg. (1) o trg, (p-1~1)(0)
= trg(l) otrg (I71) o trg, (p)(0)
= trsn (p)(0)
w(p)

Lemma 3.3.11

]

Es gibt auch eine Fortsetzung der Potenzfunktion k ~ I¥ : Z — Q(S, %), also eine faserweise Abbildung

P: H Sl(z) = %=
z:S1
mit P, =k [F
Beweis Um P induktiv definieren zu kénnen, miissen wir zeigen:

(k= 1F) = (k' 1%)

tr(z:SI)Hgl (z)—>x=z
Analog zum beweis von Lemma 3.3.10 ergibt sich:

tr Ok~ 1F) =trae (Yo (kM) otrg (7Y

(2:81)+ S (z)—x=x

=(rplo(k—1F)otrg (™)

= (k s 1Pueez(R)) o succ, '
= (kw15
Theorem 3.3.12

Es gilt:
(a) W und P sind faserweise zueinander invers.

(b) w: Q(SL, %) — Z ist eine Aquivalenz mit Inversem k + [¥ : Z — Q(S*, *).

Beweis (a) Wir rechnen punktweise nach. Sei z : S, dann soll fiir alle p : x = x gelten:

Px(Wr(p)) =D

Dank Induktion mit Basispunkt miissen wir das nur fiir p = refl berechnen:

P, (W, (refl)) = P.(0) = refl

Fiir die andere Richtung miissen wir zeigen, dass fiir alle 2 : S und k : S'(z) gilt:

W (Pe(y)) = k
Das wollen wir mit Kreisinduktion zeigen. Zunéchst berechnen wir also:

W.(P.(k)) = W (%)

Wir sind mit dem Induktionsangfang fertig, wenn W, (I¥) = w(I¥) = k gilt. Das kénnen wir mit

Z/-Induktion und Ni-Induktion zeigen:
w(l®) = trg, (refl)(0) =

w(IP*M) = w(l) = sucez(0) = pos(1)

w(IPPM DY = (175 1) = sucez (w(IP*™)) = pos(n + 1)
w1ty = w(™') = suce™(0) = neg(1)

(lneg (n+1) ) w(lneg(n d- 1) = suce™ (w(lneg(n))) = neg(n + ].)
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Nun ist noch zu zeigen, dass Transport der soeben konstruierten Gleichheit entlang [ : * = x,
wieder diese Gleichheit ist. Was auch immer wir genau konstruieren miissen, es ist auf jeden Fall
eine Gleichheit zwischen Gleichheiten im Typ Z. Da letzterer Typ eine Menge ist, existieren also
alle Gleichheiten dieser Art.

(b) In (a) fiir z : S* den Punkt * einsetzen. O

Die Eigenschaft der abhiéingigen Typen S' und (z : S!) — % = x, dass alle Werte Mengen sind, ist
bereits die definierende Eigenschaft von Uberlagerungen. Allerdings werden wir die Projektionen dieser
abhingigen Typen Uberlagerungen nennen. Dabei sollte man bedenken, dass es sich hierbei nur um die
Homotopietypen von Uberlagerungen handelt.

Definition 3.3.13
Sei A :U ein Typ.
(a) Ein abhédngiger Typ B : A — U heifit n-abgeschnitten, wenn jedes B(x) ein n-Typ, also n-
abgeschnitten ist.

(b) Eine Abbildung heifit n-abgeschnitten, wenn alle ihre Fasern n-abgeschnitten sind.

(c) Eine Abbildung f : A — B heifit Uberlagerung, wenn sie O0-abgeschnitten ist.

3.4 Sphiren, Homotopiegruppen und n-Abschneidungen

Definition 3.4.1
Seien (A,*4) und (B, *p) punktierte Typen.
(a) Eine punktierte Abbildung oder Abbildung punktierter Typen ist eine Funktion f : A — B zusammen
mit einer Gleichheit py : f(x4) = *p. Der Typ der punktierten Abbildungen ist:

(A, %4) =" (B,xp) = Z f(xa) =*p

f:A—B

Wir werden auch A —* B schreiben, wenn die Punktierung klar ist und etwa (f,py) : (A4, %a) —*
(B, *p), um der Gleichheit der punktierten Abbildung einen Namen zu geben.

(b) Der Typ der punktierten Typen ist
u* = Z A
AU
(c¢) Den Schleifenraum (A, *4) werden wir nun auch als punktierten Raum mit dem Punkt refl, ,

auffassen.

(d) Fir ein punktierte Abbildung (f,pf) : (4,%a) =" (B, *p) ist
Qf,ps) = (p:xa =xa) = p; - f(p)py

(e) Die Typen 1,2,N und Z sind jeweils durch 0 punktiert. Alle Summen ) ., B(z) mit punktiertem A
und B(x) sind punktiert und abhéngige Produkte [[,. , B(x) mit punktierten B(z) sind punktiert.

Definition 3.4.2 (n-facher Schleifenraum)
Fir n: N und (A4, *4) sei der n-fache Schleifenraum Q" (A, *4) rekursiv gegeben durch:

Q0 = (A, %,)
QL= Q(Q" (A, %4))
wobei wir Schleifenrdume stets als punktiert auffassen.

Lemma 3.4.3
Sei A : U, dann sind fiir n > —1 dquivalent:
i) Aist ein (n+ 1)-Typ.

ii) Der Schleifenraum Q(A, x) ist ein n-Typ fiir jedes z : A.
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Beweis (Idee) Jeder Gleichheitstyp =4 y ist dquivalent zum Schleifenraum Q(A, ), wenn es ein
p:x =4 y gibt. Tatsdchlich reicht diese Aussage schon, denn fiir n > —1 und jedes X gilt:

(X — is-n-type(X)) — is-n-type(X) O

Definition 3.4.4
Seien A, B,C : U und f: A — C, g: B— C. Es ist also ein Winkel gegeben:

B

lg
AT)C

(a) Sei X : U. Ein X-Kegel besteht aus Abbildungen ¢ : X — A und ¥ : X — B zusammen mit einer
Homotopie H : f oo ~ g o). Einen Kegel zusammen mit dem Winkel nennt man Quadrat:

XT>B

le g

AT}C

Wir schreiben Cone(f, g, X) = Z@:X—m Zw:X%B fowp~ got fir den Typ der X-Kegel iiber dem
gegebenen Winkel.

(b) Der Kegel mit Spitze
PB(f,9) =Y > _ f(x) =g(v)

z:A y:B

und Projektionen m : PB(f,g9) — A, m3 = 7 o m : PB(f,9) — B und der Homotopie 7 o 73 :
fom ~ gomy heilt Pullback von f entlang g.

(c¢) Fiir einen X-Kegel (¢, 1, H) heifit die Abbildung
V(X .0, H) = (x: X) = (p(2),9(2), Hy) : X — PB(f,g)

Vergleichsabbildung und der X-Kegel zusammen mit dem Winkel heifit Pullbackquadrat, wenn
V(X,p,1, H) eine Aquivalenz ist.

Bemerkung 3.4.5

Sei
B
Jg
A —f> C
ein Winkel.

(a) Der Pullback von f und g vervollstdndigt den Winkel zu einem Pullbackquadrat.

(b) Sei A punktiert, dann ist der Schleifenraum wie folgt ein Pullback:

J

=
*

Q(A, %)
|
1

|

*

(¢) Wenn f punktiert ist, dann ist die Faser von f wie folgt ein Pullback:

7)) — A
l !
1—— B

*
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(d) Die Begriffe Quadrat und Pullbackquadrat sind invariant unter Ersetzen von &quivalenten Typen
und homotopen Abbildungen.

Lemma 3.4.6
Sei
X — B
P
ks
A T> C

ein Quadrat mit Homotopie H, dann sind dquivalent:
(a) Das Quadrat ist ein Pullbackquadrat, bzw. die Vergleichsabbildung V (X, p,v, H) : X — PB(f, g)
ist eine Aquivalenz.

(b) Fiir jedes Y ist die Abbildung, die eine Funktion ¥ : Y — X abbildet auf den Y-Kegel

Y — B
*“”ﬂ lg
AT>C

mit Homotopie Hy, eine Aquivalenz.

(c) Jeder Y-Kegel (¢',v’', H') faktorisiert eindeutig tiber X. Das heifit, dass der Typ der Abbildungen
¥ :Y — X zusammen mit Homotopien h : pod ~ ¢, k: 1ot ~ ¢ sowie f(h)~'-Hy-g(k) = H’'
kontrahierbar ist.

(d) Die induzierte faserweise Abbildung [],., ¢ *(z) = ¢! (f(x)) ist eine faserweise Aquivalenz.

Theorem 3.4.7 (Pullback-Pasting Teil 1)
Seien

jeweils Quadrate, es gebe also entsprechende Homotopien.
(a) Durch Komposition der Homotopien gibt es auch ein drittes Quadrat der Gestalt:

l

(b) Wenn die beiden kleinen Quadrate Pullbacks sind, dann ist auch das dritte, zusammengesetzte
“Quadrat” ein Pullback.

Q—

—
—_

Beweis Man benutzt die Aquivalenz zu faserweisen Aquivalenzen. Dann ergibt sich die Aussage durch
punktweises Anwenden von 2-aus-3 fiir Aquivalenzen. (]

Theorem 3.4.8 (Fasersequenz)
Sei (f,pr) : (A, %) =* (B, %) eine punktierte Abbildung. Wir verzichten hier auf Angabe der Punktierung
und verwenden die Schreibweise —Qf = p + f(p~!). Dann gibt es eine Sequenz:

oA Yoo 5 i) 4 LB

wobei bei aufeinanderfolgenden Abbildungen stets die linke die Faser der rechten ist - bis auf Aquivalenz.
Weiter ist die Abbildung Q2B — f~!(x) gegeben durch: (,ps- ).

Beweis Betrache:
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Durch Pullback-Pasting wissen wir, PB(*,7) auch Pullback des zusammengesetzen Quadrats ist. Aber
auch QB, oder etwas genauer * = f(x) ist Pullback des zusammengesetzen Quadrats, also konnen wir
PB(x,7) dquivalent ersetzen durch QB. Wir miissen allerdings etwas genauer hinschauen, um zu sehen,
was fiir eine Abbildung QB — f~1(x) wir bekommen. Zunichst ist der Pullback:

PB(x,m) = Y, m=x|=) (f@)=%)x(@=%)

YD ogoa fx)=% z:A

Letzterer Typ ist nun dquivalent zu * = f(x) durch: (x,p,q) — p~1.-f(q), da p~t.f(q) der Wert der
zusammengesetzten Homotopie im groBen Quadrat ist. Die Projektion von * = f(*) nach f~!(*) muss
also (r : x = f(x)) = (x,r7!) sein. Die Aquivalenz zu x = x bzw. QB ist durch die Punktierung
ps ¢ f(*) == von f gegeben. Die gesuchte Abbildung ist also (p : QB) — (*,p-p}l).

Im so bestimmten Diagram nehmen wir wieder einen Pullback:

PB(...,*) OB 1
11— f A
l Jf
1—— B
Genauer ist der neue Pullback: PB((x,ps-_),*) =>_ .op(*,pr-p) = (*,py). Durch waagrechtes Pullback-

Pasting muss dieser Pullback allerdings dquivalent zu QA sein. O

Regeln 3.4.9 (Einhdngung)
Zu jedem Typ A : U gibt es einen Typen XA : U, die Suspension oder Finhdingung von A. Die Einhdngung
ist ein hoherer induktiver Typ mit folgenden Konstruktoren:

N:YA
S: XA
m:A— N =x45
YA ist durch N punktiert.
Bemerkung 3.4.10
Es gilt: (¥2) ~ S?
Beweis Wird noch nachgetragen. |

Definition 3.4.11
Die (induktive) n-Sphdre ist rekursiv gegeben durch

S0 =2
sntl.=ygn
Da 2 punktiert ist und ¥ punktierte Typen erhélt, konnen wir S™ als punktierten Typen auffassen.

Regeln 3.4.12
Sei n > —1. Die n-Abschneidung eines Typen A ist ein hoherer induktiver Typ || Al : U gegeben durch
die folgenden Konstruktoren:

| _ln: A= [[Alln
Nabe : (S™T! — || All,.) — || Al
Speiche : H H Nabe(s) = s(x)

s:Sntl—||All, x:Sn 1L
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Theorem 3.4.13
Sei A : U, dann gilt:
(a) ||All, ist ein n-Typ.
(b) Fiir n-abgeschnittenes B : ||All,, = U und so : [[,. 4 B(laln) gibt es s : [[, 4, B(z) mit s(|al,) =
so(a).
Wir werden den Beweis in mehreren Schritten fiithren, die auch fiir sich genommen interessante Aus-

sagen sind. Zentral fiir viele Dinge, ist dabei der folgende Satz:

Theorem 3.4.14
Seien X und Y punktierte Typen, dann gibt es eine Aquivalenz:

(X =2"Y) = (X =7 QY)

Beweis Die Aquivalenz lisst sich, unter anderem durch Y-Rekursion auf die folgende Liicke “??” redu-
zieren:

Pynwgy X (Un=ys)

~ Y (X o (yv=ys)) % (yv =)

YN, Ys:Y

> Z (X = (7(9) = ys))

( HNYyN *)

=~ Z = (* =ys))
ys:Y

1

12

Z f(x) = refl,

[ X —=x=yx*

Z f(x) = refl,

XY
~X =" QY

Nun schlieBen wir die Liicke. Seien also ys : Y und f: X — % = yg. Dann ist
f=@: X)) fx) f() ™ X =% =y %
und es gilt f(*) = refl,. Wir haben also eine Abbildung gefunden. Sei nun f : X — % =y  mit f(*) = refl.

Dann ist
(e, 1) 2 ) (X = (x =ys))

ys:Y
Um zu sehen, dass die Abbildungen invers zueinander sind, miissen wir also noch zeigen:
(ys, f) = (= f)

Dazu stellen wir fest, dass der Transport entlang f(*) in X — (¥ = _) punktweise Konkatenation mit
S ()7t ist. Wegen try o= y(f(*))(f) = f sind wir also fertig.
Um den Beweis abzuschlielen, bleibt also noch zu zeigen, dass fir jedes f : X — « =% und ¢ : f(%) =

refl, gilt: ~
(frg)=(fs--)

wobei eine Gleichheit ist, die durch Gruppoidrechengesetze gegeben ist. Zundchst konnen wir ¢
benutzen, um eine Homotopie zwischen f und f:

ap(f(z)-_ " q) : f(2)-f(x) 7" = f()-refl,

“ ”
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Bis auf Gruppoidrechengesetze liefert das die benétigte Homotopie. Mit dieser Homotopie haben wir auch
eine Gleichheit s : f = f. Entlang dieser kénnen wir im abhéngigen Typ g — g(*) = refl, transportieren.
Als Transport erhalten wir:
£ ()=ren. (8) = ap(_(%),8) "+
Damit die Paare oben gleich sind, muss also gelten: (ap(__(*),s)"*-_)(...) =¢
Zunéchst bekommen wir: ap(_ (x),s) = ap(f(x)-_~',¢)-..., wobei wir wieder

«

o ...7 fir Gruppoid-
gesetze schreiben. Um Induktion {iber ¢ anwenden zu kénnen, abstrahieren wir die Situation leicht und
verwenden statt f(*) ein beliebiges p : * = . Dafiir ergibt sich:

ccap(p Thg)e =gt

In der Situation oben berechnet sich der Wert des Transports entlang s also wie gewiinscht zu q. O

Damit konnen wir sehen, dass Abbildungen S™ — A nichts anderes sind als iterierte Schleifen:

Korollar 3.4.15
Fir punktiertes A und jedes n : N gilt:

(8" =" A)~Q"A
Beweis Wir beweisen per Induktion iiber n. Fiir n = 0 miissen wir folgende Aquivalenz zeigen:
2—-"A)~A O

Da es sich um punktierte Abbildunge handelt, ist die linke Seite nichts anderes als (1 — A) ~ A. Fiir
den Induktionsschritt verwenden wir Theorem 3.4.14:

("L 5* A) = (28" —* A)
~ (8" =¥ QA)
~ Q"(QA)

In Lemma 3.4.3 hatten wir gesehen, dass n + 1-Typen genau die Typen mit n-Typen (A, z). Das
funktioniert in eine Richtung sogar fiir iterierte Schleifenrdume:

Lemma 3.4.16
Sei n > —1. Ein Typ A ist genau dann ein n-Typ, wenn fiir alle = : A der Typ Q"+ !(A, z) kontrahierbar

ist.

Beweis Sei n = —1. Dann ist zu zeigen: A ist eine Aussage, wenn A kontrahierbar ist. Andererseits kann
mit x : A gezeigt werden, dass die Aussage A auch kontrahierbar ist.

Fiir den Induktionsschritt miissen wir zeigen: A ist genau dann ein (n + 1)-Typ, wenn Q"*2(A, z)
fir alle z : A kontrahierbar ist. Nach Lemma 3.4.3 reicht es zu zeigen, dass die Kontrahierbarkeit der
O"F2( A, x) dquivalent dazu ist, dass jedes Q(A, ) ein n + 1 Typ ist. Nach der Induktionshypothese ist
dieser Typ genau dann ein (n + 1)-Typ, wenn Q"1 (Q(A4, ), p) fiir jedes p : Q(A, x) kontrahierbar ist.

Wir sind also fertig, wenn wir zeigen kénnen: Q"+ 1(Q(A, z),p) ~ Q"T2(A,z). Es sollen also die
Schleifen p = p dquivalent sein zu den Schleifen refl, = refl,. Nun ist _.p~! eine Aquivalenz und damit

auch:

1 1

ap(_p~t, ):ip=p—pp l=pp"
Letzteres ist durch Einsatz der Gruppoidgesetze aquivalent zu refl, = refl,. ([l

Korollar 3.4.17
Sei n > —1. Ein Typ A ist genau dann ein n-Typ, wenn fiir alle z : A, der Typ (S"H1, %) —* (A, 2)
kontrahierbar ist.

Beweis Folgt aus dem Lemma und Korollar 3.4.15. ]

Beweis (Theorem 3.4.13) (a) Per Konstruktion ist der Raum der punktierten Abbildungen S —*
|All, kontrahierbar: Als Kontraktionszentrum wéhlen wir die konstante Abbildung c, = x > *,
die durch refl, punktiert ist. Fiir eine punktierte Abbildung (r,p,) : (S**1) —* (||A|., *) miissen
wir zunéchst eine Homotopie r ~ ¢, finden. Fiir z : S"*! sei diese Homotopie gegeben durch

Speiche(z)-Speiche(x) ~Lp, : r(z) = c.(x)
Fiir eine Gleichheit von punktierten Abbildungen miissen wir nun noch feststellen:

(Speiche(x)-Speiche(x) " *.p,) " !-p, = refl,
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(b) Zunéchst betrachten wir das Induktionsprinzip fiir || Al|,,. Seialso B : ||All, = U. Ums : [T, 4, B()
induktiv zu konstruieren, brauchen wir folgende Daten:
* 50 [To.a Bllaln)
o Firalle r: S"™! — [|A||, und v’ : [[,.gns1 B(r(z)) ein N,.,» : B(Nabe(r)).
o Fiir alle r : S" — ||Al|,, v’ : [1,.q0+1 B(r(z)) und jedes z : S™T! eine abhingige Gleichheit
r(z) :SBpeiche(x) Ny .
Die Daten fiir Naben und Speichen miissen wir also aus der n-Abgeschnittenheit von B herleiten,

um das gewiinschte Induktionprinzip zu erhalten. Nabe und Speichen in B(z) erhalten wir aber
genau aus der n-Abgeschnittenheit der B(x) und korollar 3.4.17.

Bemerkung 3.4.18
Wenn A ein n-Typ ist, dann ist |_|, : A — || A]|,, eine Aquivalenz.
Beweis Ubungsblatt 12. O

Definition 3.4.19
(a) Eine Gruppe ist ein 0-Typ G zusammen mit:

oiiG—)G%G
07_1:G—>G
e e:G

und Gleichheiten:
° Hw,y,zG(xy)Z:x(yz)
e [lgr-zt=e=a"t2
o [[Lgr-e=x=c-x

(b) Seien G und H Gruppen mit Verkniipfungen - und -y . Eine Abbildung f : G — H ist ein
Gruppenhomomorphismus, wenn es

Il f@-cy) = f@) -u fy)
z,y:G
gibt.

Definition 3.4.20
Sei (A4, ) punktiert und n : N. Die n-te Homotopiegruppe von A ist der Typ

(A, %) = ||Q" (A4, %)]o
Fiir einen weiteren punktierten Typen (B, *) und (f,ps) : (4,*%) =* (B, *) ist

Beispiel 3.4.21
Wir wissen: 7 (S?) ~ Z.

Bemerkung 3.4.22
Fiir einen punktierten Typ (A, ) und n > 1 ist 7, (A, x) stets eine Gruppe. Fiir einen weiteren punktierten
Typen (B, *) und (f,ps) : (4, %) =* (B, ) ist m,(f,ps) ein Gruppenhomomorphismus.

Definition 3.4.23
Seien A, B punktiert und f: A — B eine punktierte Abbildung.
(a) Das Bild von f ist der folgende Typ:

im(f) = [fibs(b)]]
b:B

(b) Der Kern von f ist der folgende Typ:
Kern(f) := fibs(x)
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Theorem 3.4.24
Sei f : A —=* B eine punktierte Abbildung. Dann gibt es eine lange exakte Sequenz von punktierten
0-Typen:

) 1 (f)

o T (F) —— 7Tn+1((/_1} — Tn1(B) —— m(F) —— WTL(AY;L)”””}("C)

Tn(B) —— ...

Beweis Lassen wir hier aus. O

Bemerkung 3.4.25

Man kann auch zeigen, dass es sich fir n > 2 um eine lange exakte Sequenz von abelschen Gruppen
handelt. Im Abschnitt mit n = 1 ist es eine exakte Sequenz von Gruppen, allerdings im Allgemeinen auch
mit Antihomomorphismen.

3.5 Hopf-Faserung

Definition 3.5.1
Ein Typ A heifit n-zusammenhdngend, wenn || A||,, kontrahierbar ist. Im Fall n = 0 sagt man auch nur
zusammenhéngend.

Bemerkung 3.5.2
St ist 0-zusammenhingend und allgemeiner kann man zeigen: S™*! ist n-zusammenhéngend.

Beweis Ubungsblatt 12: S* ist 0-zusammenhéngend.
Die Verallgemeinerung auf S™*! lisst sich dhnlich zeigen. ]

Wir werden sehen+glauben: Es gibt eine Abbildung S® — S? mit Faser S'. Daraus kann man mit
der Fasersequenz interessante Schliisse ziehen.

Definition 3.5.3
Ein H-Raum ist ist ein punktierter Typ A mit
e einer Operation p: A —-A— A

o Homotopien p(x, ) ~id und p(_,*) ~ id

Lemma 3.5.4
Sei A ein zusammenhingender H-Raum. Dann sind die Abbildungen p(z, ) und pu(_, z) fir alle z : A
Aquivalenzen.

Beweis Da wir zeigen wollen, dass etwas eine Aquivalenz fiir alle = : A ist, wollen wir ein abhingige
Funktion in einem —Il-abgeschnittenen abhingigen Typen P : A — U konstruieren. Aquivalen kénnen
wir also auch P : A — (—1)-Type konstruieren. Da (—1)-Type nach bemerkung 3.2.11 ein 0-Typ ist,
faktorisiert P tiber den kontrahierbaren Typ || A|o, d.h. wir haben P’ : ||A]lg — (—1)-Type mit P'o|_|o =
P. Um P’ zu zeigen, reicht es das etwa fiir | * |p zu machen. Aber P’(] *|) ist einfach die Aussage, dass
p(*, ) und p(_,*) Aquivalenzen sind und das stimmt, weil sie homotop zur Identitit sind. |

Definition 3.5.5
Fiir einen zusammenhéngenden H-Raum A ist die Hopf-Konstruktion gegeben als der abhéngige Typ
H: YA — U mit:

H(N)=A
H(S)=A
H(m(a)) = va(u(a, ))

Beispiel 3.5.6

Auf St gibt es eine Gleichheit p : id = id, gegeben durch eine Homotopie H festgelegt durch H(*) == [
und Nachrechnen des entsprechenden Transports. Auf S' koénnen wir eine H-Raum-Struktur rekursiv
definieren:

u(x, ) =id

,LL(Z, _) =p
Das entspricht der komplexen Multiplikation auf S! und definiert eine H-Raum Struktur auf S*. Der
zugehorige abhangige Typ Hgr : .51 — U heilit Hopf-Faserung.
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Fakt 3.5.7
Es gilt >, o1 Hg1(2) ~ S3.

Theorem 3.5.8
Es gilt:
(a) Q353 ~ 0382

(b) m(S?)~Z

Beweis (Ansatz) Das lisst sich anhand der Fasersequenz fiir die Hopf-Faserung S* — $3 — S? erken-
nen. ]

3.6 Eilenberg-MacLane Raume

Das Thema dieses Abschnitts wird im HoTT-Buch nur sehr knapp erwihnt und kann im Artikel “Eilenberg-
MacLane Spaces in Homotopy Type Theory” von Dan Licata und Eric Finster nachgelesen werden.

Zu einem punktierten Typ A gibt es eine Sequenz von Gruppen, die Homotopiegruppen 7, (A, %) fur
n > 1. Damit liegt die Frage nahe, ob es auch fiir jede Sequenz von Gruppen (G;);>1 einen punktierten
Typen A mit 7;(A) ~ G; gibt. Mit der verstindlichen Einschrinkung, dass alle G; fir ¢ > 2 abelsch sind,
lasst sich diese Frage positiv beantworten. Wir werden hier zumindest sehen, dass es fiir jede Gruppe G
einen Typ K(G,1) gibt, fiir den gilt:

R

mo(K (G, 1))
m(K(G,1))
Wn(K(GJ 1))

12

1
G
1

1R

firn>2

Wir geben direkt einen héheren induktiven Typen an, der das Problem weitgehend 16st:

Regeln 3.6.1 o
Sei G eine Gruppe. Dann ist K (G, 1) der hohere induktive Typ mit Konstruktoren:

Definition 3.6.2
Der (erste) FEilenberg-MacLane Raum zu einer Gruppe G ist der punktierte Typ

K(G,1) = |K(G 1]l
Bemerkung 3.6.3

Beweis Ohne Bewelis. O

Fakt 3.6.4
Es gibt eine Aquivalenz
p:QK(G,1)~G

mit p(leq(g)]1) = g fiir alle g : G.

3.7 Kohomologie

Die Inhalte in diesem Abschnitt kann man teilweise im Artikel “Cellular Cohomology in Homotopy Type
Theory” und in Evan Cavallos Masterarbeit nachlesen. Fiir jede abelsche Gruppe A gibt es eine Folge
von punktierten Typen

A,BA,B?A,B3A, . ..

sodass Q(B"t1A) = B"A (mit B’A = A) gilt und B"*! A n-zusammenhingend ist.
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Definition 3.7.1
Fiir einen Typ X und eine abelsche Gruppe A ist die n-te Kohomologiegruppe von X mit Koeffizienten
in A gegeben als:

H™"(X,A) = ||X — B"Alo

Beispiel 3.7.2
(a) Fiirden Typ 1 gilt: H°(1, A) ~ Aund H"*1(1, A) = | B" T A||¢ ~ 1, da B"T! A stets 0-zusammenhiingend
ist.

(b) Fiir 2 gilt: H%(2,A) ~ A x Aund H""1(2, A) = || B""1Aljp x | B"™ Ao ~ 1
(c) Fiir A=Z und X = S! gilt: H'(S',Z) = Z (mit etwas Rechnen, siehe Ubungsblatt 13).

Bemerkung 3.7.3
Sei f: X — Y. Fir festes n : N ist H" funktoriell, es gibt also

£ HMY, A) - H'(X, A)

und fiir g : Y — Z gilt:
frogh=1(gof)

Lemma 3.7.4
Fir punktierte Typen A und B gilt:

(A— QB) ~Q(A— B)
wobei A — B durch die Abbildung _ + * punktiert ist.

Beweis

~Q(A— B)
Bemerkung 3.7.5
Alle Kohomologiegruppen sind abelsch.
Beweis H"(X,A) = || X — B"Allop = || X = Q?B" 24|y = |Q*(X — B"*2A4)|o |

Auch hinter der Einhdngung steht eine allgemeinere Konstruktion, der sogenannte Pushout:

Regeln 3.7.6 (Pushout)
Seien A, B,C : U und f: C — A, g: C — B, also folgenden Situation gegeben:

f oA

Q

g

—

Sy

Dann gibt es einen Typen A Uc B = PO(f,g) : U, den Pushout von f und g, der der héhere induktive
Typ mit folgenden Konstruktoren ist:

t1: A—=PO(f,9)
L2 : B—PO(f,g)

glue : [[ 11(£(e)) = ta(g())
c:C

Bemerkung 3.7.7
Sei A:U, dann gilt: YA ~PO((a: A) — *,(a: A) — *).
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Durch die Rekursion vom Pushout erhélt man folgendes:

HUuy VA= Y > ] f@) =pag

f:U—=BA g:V—BAz:UNV 0

Das hilft allerdings noch nicht wirklich beim Berechnen von Kohomologiegruppen. Eine hilfreiche
Aussage iiber Kohomologie von Pushouts ist die Mayer-Vietoris-Sequenz. Auf diese werden wir jetzt zum
Abschluss hinarbeiten.

Lemma 3.7.8
Wenn

B <

Q+—W

ein Pullback ist, dann auch

x fm Lo
JA
fxg

AxB —= (CxC

Beweis (Idee) Die Kegeltypen sind auf hinreichend gutmiitige Art dquivalent:
Die rechte Abbildung im zweiten Pullback lasst sich dquivalent ersetzen durch:

(z,y,p) —p: Zx:y—>C><C
z,y:C

Damit entspricht ein Z-Kegel auf dem zweiten Winkel einer Auswahl eines Paars von Abbildungen ¢ :
Z — A und ¢ : Z — B zusammen mit einer abhédngigen Abbildung, die fir jedes z : Z eine Gleichheit
f(@(2)) = g(¥(2)) auswéhlt (bis auf Gleichheit). Das sind dieselben Daten wie fiir einen Z-Kegel auf dem
ersten Winkel. O

Lemma 3.7.9
Sei A punktiert, dann gibt es ein Pullbackquadrat

QA —— 1

|2 |

QA x0A —45 QA
Mit d(p,q) = ¢-p~".

Beweis Es reicht, das fiir den kanonischen Pullback nachzurechnen:

Z Zq-p_1 = refl,

(p,q):QAXQA *:1

~D> D 4=

p: QA ¢:QA
~ Z 1
p:QA
~0A
Lemma 3.7.10
Sei S ein Typ und
c -2+ B

~
«—
—
1M

o
S



ein Pushout. Dann ist

(X—=8) —= (B—29)
l l,Og
(A= S) —— (C—9)
ein Pullback.
Beweis
(X —S9)

= 3 Y o) = ve()

¢:A—=S Pp:B—S c:C

~ Y ) dof=4vog

¢:A—S p:B—S

=3 Y CoN®) = (og®)

¢:A—S p:B—S
~PB(_of,_og)

Theorem 3.7.11
Fiir jeden Pushout

c 25 B

T

A—— X
gibt es fiir jede abelsche Gruppe K eine lange exakte Sequenz von abelschen Gruppen:

H™(C, K)

H"(X,K) —W (C,K)

HTL

H (X, K) & H""\(A,K) x H"\(B,K) —— ...

Beweis Zunichst verwandeln wir den gegebenen Pushout fiir jedes n : N in einen Pullback:

(X - B"K) =22 (B — B"K)
(A— B"K) —— (C — B"K)

Nun die beiden Lemmata davor anwenden, um per Pullback-Pasting ein grofles Faserquadrat zu erhalten:

(X —» B"K) (C —» B"K) 1
(_ot1, oug )J J J
n n (of)x(_og) n n d n
(A— B"K)x (B— B"K) ————% (C - B"K) x (C - B"K) ———— (C — B"K)
Darauf kénnen wir die lange exakte Fasersequenz anwenden, um das gewiinschte Resultat zu erhalten.[]

Korollar 3.7.12
Fiir n > 0 und k > 0 gilt H"(S* ,Z) ~ Z genau dann, wenn k = n und sonst gilt H"(S*,Z) ~ 1.

Beweis (Idee) Einsetzen liefert eine lange exakte Sequenz:
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H"Y(S*, )

Hr(SH+1.7) & H™(1,Z) x H"(1,Z) —— H"(S*,Z)

HP Sk, 7) S g (1,2) x B (1,2) ——— ...

Nun gilt fir n > 0 stets H"(1,Z) x H"(1,Z) ~ 1 x 1 ~ 1, also sind die diagonalen Abbildungen
H"(S*,7Z) — H"t1(SF+1 Z) jeweils Aquivalenzen. Damit folgt die Aussage aus:
(a) HY(SY,Z) ~7Z

(b) H(S',Z) ~1
(

c) HY(S*,Z) ~1, k> 1 O
(a) ist Beispiel 3.7.2 (c).

Fiir k = 0 ergibt sich H"(S°,Z) — H"T1(S',Z). Fiir n > 0 ist aber H"(S°,Z) = H"(2,7Z) ~ 1 nach
Beispiel 3.7.2 (b), was (b) zeigt.

SchlieBlich folgt (c) aus Bemerkung 3.5.2, also daraus, dass S* l-zusammenhingend und S! 1-
abgeschnitten ist:

HY(S* 7Z) ~ ||S* = SYo
=~ [[15*]: = S0
~ [T = 5o
~ |15 lo
~1

4 Anhang: Kubische Typentheorien

Es gibt viele unterschiedliche Typentheorien. Wir beschéftigen uns hier hauptsidchlich mit der Variante
CCHM, zu der man im Artikel “Cubical Type Theory: A constructive interpretation of the univalence
axiom” von Cohen, Coquand, Huber und Mértberg mehr nachlesen kann. Wichtig ist auch die Weiterent-
wicklung CHM. Diese Typentheorie ist ein Vorfahre der kubischen Elementen der Programmiersprache
Agda. In Agda stehen die kubischen Elemente zur Verfligung, wenn es mit “—cubical” ausgefiihrt wird.
Unter “cubical Agda” versteht man nicht etwa eine separate Software, sondern diesen, durch “—cubical”
aktivierten, Modus von Agda. Wie dieser verwendet werden kann, kann man sich in der Library “cubical”
anschauen, die ausschlieflich fiir diesen Modus von Agda geschrieben wurde.

Eine Warnung vorweg: Die Notation in CCHM und allgemeiner in kubischen Typentheorien weicht
teils stark von HoTT ab und ist teilweise gerade fir Mathematiker sehr gewohnungsbediirfitg. Im Folgen-
den wird zwar grofitenteils die Notation der Vorlesung soweit wie moglich verwendet, aber gelegentlich
die iibliche kubische Notation erwihnt. Zur Ubersicht hilft vielleicht auch in Zukunft die folgende Tabelle:

Kubische Typentheorie Book-HoTT oder Erkldrung

Path A u t kubischer Gleichheitstyp

u=t

cong f p ap(f,p)

sym p p!

transp Etwas anderes als Transport

subst Ahnliche Operation wie Transport

a: Alp — u] Die Einschrankung von a auf den Rand ¢ ist urteilsgleich u

Tabelle 2: Notation

Kubische Typentheorien (cubical type theories) wurden entwickelt, um die typentheoretischen Méngel
der Homotopietypentheorie zu beheben. Zentral ist dabei die Idee, Gleichheiten durch Abbildungen zu
modellieren. Allerdings ist das Interval, die Quelle dieser Abbildungen typischerweise kein Typ und daher
sind Typen von Gleichheiten auch nicht die Funktionstypen, die wir bisher gesehen haben.
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Wohlwissend, dass wir das nicht in der {iblichen Art und Weise verwenden diirfen, schreiben wir fiir

Intervallvariablen nun etwa “i : I”. Es gibt die folgenden Konstanten und Operationen fiir Intervallvaria-
blen:

0:1
1:1
1—¢p:1
peVy:l
A1

Fiir diese gelten naheliegende Urteilsgleichheiten, wenn man V als Maximum und A als Minimum inter-
pretiert.

Es ist in Ordnung, Intervallvariablen im Kontext zu haben. Der Gleichheitstyp in CCHM wird mit
“Path” bezeichnet und hat dhnliche Regeln wie ein Funktionstyps mit der Einschrénkung, dass die Quelle
stets das Intervall ist und die Bilder der Endpunkte im Typ mit festgehalten sind:

r-A4 F'Fu:A r-t: A r-A4 Fyi:IFp@): A

'FPath Aut I'Fi— p(i): Path A p(0) p(1)
I'kp:Path Aut I'kFr:I TFHA Fi:Ikp(i): A I'kr:1
Tkp(r): A Tk (i~ p@)(r)=p(r): A

Lyi:IFt(i) =u(): A Pkp:PathAtu Thp:PathAtu
F'Ft=w:Path Au(0)u(l) TrFp0)=t:A4 Pkp(l)=u:A

Im Gegensatz zur induktiven Gleichheit, gibt es hier auch eine Variante namens “PathP”, deren “A” mit
der Intervallvariable variiert. Das entspricht den abhédngigen Gleichheiten aus Abschnitt 3.1.

Damit kénnen wir bereits ein paar einfache Konstruktionen durchfiihren. Wegen der iiblichen Notation
und Sprechweise, wollen wir die Elemente von Path-Typen ausnamsweise Pfade nennen.

Definition 4.0.1
(a) Fira: A ist
refl, =idpa =i+ a:Path Aaa

(b) Fiir einen Pfad p : Path A ¢ u gibt es einen inversen Pfad:

pl=symp=ir p(l—i):Path Aut

(¢) Wenn f: A — B eine Funktion ist und p : Path A ¢ u ein Pfad, dann ist

f(p) = cong fp=irs f(p(i))

Die Konkatenation fehlt hier, weil sie soweit noch nicht definiert werden kann. Dazu brauchen wir
eine sogenannte Komposition. Terme und Typen die von n Intervallvariablen abhiangen, stellt man sich
als auf einem n-dimensionalen Wiirfel definiert vor. Komposition und andere Operationen erlauben es,
aus Termen und Typen, die auf speziellen Teilen des Rands eines n-Wiirfels gegeben sind, Terme und
Typen auf dem ganzen Wiirfel zu konstruieren.

Um iiber Rdnder von n-Wiirfeln zu reden, verwenden wir Randformeln oder einfach Rdnder. Fiir eine
Intervallvariable ¢ : I gibt es die Rander

Fiir Réander gibt es wie fiir Intervallvariablen die Operationen V und A, die hier Vereinigung und Schnitt
bedeuten. Weiter gibt es Konstanten Op und 1p. Das “F” steht dabei fiir Face-Lattice. Es gelten nahelie-
gende Gleichungen, wie zum Beispiel (i = 0) A (i = 1) = Op.

Damit kénnen Unterpolyeder des Randes eines n-Wiirfels beschrieben werden, zum Beispiel

Fiir den Rand eines Quadrats ohne “Deckel”; also eines “offenen Quadrats”:
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[ ]
[ ]

Randformeln darf man in den Kontext aufnehmen, was dann bedeutet, dass die Formeln “gelten”. Fiir
zwei Pfade p: Path A ¢t v und ¢ : Path A u v ist es moglich, die folgenden Urteile zu féllen:

—

i:Lj:L({=0)Fp@):A
1:Lj:L(i=1)Fq(): A
i:Lj:LGE=0Ft:A

Die Rénder aus diesen Urteilen konnen geschnitten werden, es gibt also etwa den Rand (i = 1) A (j = 0)
der in den beiden Réndern, (¢ = 1) und (5 = 0) enthalten ist. Wir miissen nun Priifen, dass die Urteile
oben einen wohldefinierten Term auf dem gesamten Rand ergeben. Tatséchlich ist das der Fall:

(i=1)Fp1)=q(0): A
t

i:Lj:L(G=0A(i=1Fp
(i=0)+ p(0) DA

i:Lj:1,(j=0)

N
N

Das bedeutet, dass wir einen Term auf dem offenen Quadrat von oben gefunden haben:

t v
reﬂtT Tq(j )

In CCHM bzw Agda gibt es in dieser Situation einen Term
i+ hcomp’ [(i =0) —t,(i = 1) — q(j)] (p(i)) : Path At v
Die hier vorgestellten Regeln sind bei weitem noch nicht alles, was eine kubische Typentheorie aus-

macht. Um das Univalenzaxiom bzw Univalenztheorem beweisen zu konnen, reicht das bisherige nicht
aus.
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